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PREFACE. 


Quand on sc propose d’cxprimer une fonclion d’une va- 
riable reelle sous forme (inie, on s’aper<;oit rapidement que 
I’ordrc de la mcilleurc approximation possible est lie a la 
continuite et aux proprietes differentielles de la fonclion, on, 
si la fonclion esl analylique, a la nature et a la situation des 
points singuliers. C’est I’etudc de cette depcndance reci- 
proque qui fait l’objet du present Volume. J’ai largement 
profile des rccherchcs faites recemment sur cette question, 
mais je nc les expose pas. Jc traitc le sujet en toute liberte 
ct sous la forme synthetique qui m’a paru la mcilleurc. 

Sauf I’addition du Chapitre IX ct quelques retouches de 
detail par ailleurs, cc Livre est la reproduction lidelc des 
lc<;ons que j’ai cu Pbonneur de fairc a la Sorbonne en mai et 
juin ipitS. Aussi ai-je contractu une dellc de reconnaissance 
envers VIM . les professcurs de la Faculle des Sciences de 
Paris. Us ont bien voulu in’accueillir et m’encourager aux 
jours sombres. L’hospitalite qu’ils m’ont donnee est un 
honneur dont jc m'enorgucillis encore aux jours victorieux. 
,lc leur adresse ici tons mes remerciments. Puisse ce rnodeste 
Volume, fait un peu sous leur inspiration, leur porter le 
temoignage de ma gratitude. 

Jc rcmcrcie, en particulier, M. E. Borel. C’est la deuxieme 
fois qu’il accepte une monographic signee de mon nora dans 
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la Collection remarquable qu’il diri^e. Je ne pouv: 
souhaiter de rccoimnandalion plus llatteuse. 

Je remercie enfin hien siuceremenl la maison Cai 
Villars ct C' 1 ', qui, maljyre lew serieuscs difticnlu’-s de 1 
preserUe, a enlrepris la publication de cet Ouvra^e c 
donne tons les soins. 

( I)K I, A Vai.i.kk I’orssc 


Louvain, juill<‘l u)H). 


APPROXIMATION DES FONCTIONS 


INTRODUCTION. 

TlIEORfcMES DE WEIERSTRASS. GENERALITES. 


1. Problem© de l’approximation. — La question qui va nous 
occuper dans ces Lecons est la suivante : soit/*(\r) une fonction 
continue d'une variable reelle x; il s’agit de l’exprimer sous forme 
linie avec une approximation plus on moins grande, mais notre 
etude ne portera que sur deux inodes de representation approcliee : 
la representation, par poly names, et alors la fonction se fait dans 
un intcrvalle («, b)\ la representation irigonometrique, et alors 
la fonction f(x) est supposee periodique de periode 2 iz et la repre- 
sentation s’elend a Louies les valeurs reel les de x. 

Cette representation trigonometrique est donnee par une expres- 
sion d’un certain ordre fini /z, c’est-a-dire par une somtne limitee 
de la forme 

a () -+■ ci\ cos.r - 4 - a 2 cos 2./; -4- ... - 4 - a n cos nx 
-{- Oi sin.r-h b± sin2.r -4- . . . h ~ b n sin zz.r, 

on, ce < j u i est la metnc chose, par un poljnome de degre n en sin# 
et cos.r. On sail, en eflfet, que les expressions 

. s i n ( k H- 1 ) .r 

COS/C : — 

sin,/; 

soul, pour k entier, des polynomes dc degre k en cos#. On s’en 
assure d’ailleurs immediatemcnt en considerant les formules de 
recu r re nee 

cos k.i: — cos (k — 2) == 2 cos (k — 1 ).r cos.r, 

sin ( k - 4 - 1 ).r — sin ( k — 1 ).r , 

: = 2 cos kx. 


sin 
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En particulier, si (’expression l rigonomclriqnc d’< 
paire, elle sc reduil, les sinus disparaissaiil, a mi po 
<1 ogre n en cos x. 

Soit f(x) mie fmielion eonlinue dans mi inlerxalle ( < 
pouvons nous dormer un polynome de degre //, P,, 
considerer (ioiiiiiic urns expression approehee de /*( x ) d 
vallc (a, b). Nous dirons alors quo la diflerenre, p 
negative, 

fix) l > „(.ri. 

esl V rear 1 (Iu polynome P w an pmnl x el quo le maxim uni 
de la valour absolute do (‘<‘1 eearl esl V(tj>j)rox 'inntlu 
par P w . Le polynome esl dour d’aulanl meilbm 
polynome approebe, quil foil mil une approximal ion p 
Si nous eonsiderions une ionrhmi period upio f\x ) el i 
sontation (rigouometrique approe.bee de eelle (duel ion, 
nirions Papproximal ion d’une mauiere analogue, sauf 
envisagerions Louies los valours reelles d< k x ; mais il * 
cola de faire varier dans iiiie periode, eesl-adire dam 
valle d’amplilude 

Le probLetne dr V approxtinat u>n eonsistea former m 
sion. de Pun des deux types preredeuls telle <jue fappr 
soit infcricurc a nil nombre posilif donne d’avanre, aussi 
Ton vent,, (.le probleme esl. possible dans los deux mis. 
deux tbeoremes d 'existence. Ions deux dus a Weierslr; 
el qui out ele b k point de depart de la llieorie (pii \a num 
Voiei les euonees de oes theoreme* : 

2. Tli6or6mes de Weierstrass ( 1 j. I. f'oulr fnnr 
Untie dans un intervuUe (a, b) prut etre deeel upper 
u/ufortuement converge nte de judytmmes dans ret ft 

11. Toute foneltott continue de periotic ~ prut < 
loppee en serie uni for me me til convcrgente d' ex pres, 
gonometrirpies fi /des. 


( l ) \Y kikhstuass, Cfcber (he tuutlyj oche l>ttr$hellhtji heit s*)^enntnii 
ticker Fane, lion en einer reel ten ) emu tier lichen i Sit sun usher iclt/c d 
der Wins.* iN85). 
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Dans ces deux enonces, il s’agit de developpement en serie et 
non d’approximation sous forme finie, mais les deux problemes 
sont les memes. En effet, supposons, pour fixer les idees, qu’il 
s’agisse d’approximation par polynomes. Si Ton connaiL un deve- 
loppement de j{x) en serie uniformement convergente de poly- 
nomes, onendeduit un polynome aussi approche qu’on voudra de 
eette fonction, en sommant un nombre suffisant de termes de ceUe 
serie. Reciproquement, si Ton a construit une suite de poly- 
nomes P 2 , . P/v, ... fournissant une suite d’approximations 
tcndant vers zero, on obtient 1' expression d ef(x) en serie unifor- 
mement convergente : 

. ( X ) = Pj ( P 2 Pi) -+- ( P;j Pg ) "+■ • • • 

Les theoremes I et II se ramenent fun a 1’autre, comme nous Ie 
verrons. On en a donne aussi un grand nombre de demonstrations 
directes, dont nous ne ferons pas ici 1’iiistoricjue. Mais nous allons 
exposer maintenant la demonstration la plus elementaire que 
I’on ait donnee jusqu’a present du tbeoreme I. Elle est due a 
M . Lebesgue ( 1 ). 

3. Demonstration de M. H. Lebesgue. — La demonstration 
(pie M. II. Lebesgue a donnee du’ tbeoreme I presente un caraclere 
distinctif. Elle ramene la demonstration du tbeoreme pour f(x) 
(juelconque, a la demonstration du tbeoreme pour la fonction par- 
liculiere \ x\. Voici comment se fait cette reduction : 

M. Lebesgue observe que I on pout approcber autant que Von 
vent d’une courbe continue a l’aide d’une ligne polygonale. If ap- 
proximation d’uue fonction continue se ramene done a celie de 
fordonnee d’une tel I l igne. II restc a ramener .(’approximation 
(Tune telle ordonnec a cello de |.r |. 

Soient ), (;r 2 , r 2 ), .... (x ti: y fl ) les soinmets d’uue ligne 

polygonale dont il faut reprosenter approximativement fordonnee 
entre les abscisses X\ et ,r n . Reinarquons que la fonction 

0/,( X ) = | X — x k I -h ( X Xf - ) 


esl nullc pour .r ' f r* el dipile a — ./*/, ) pour .r .r/,. 

n I 

^ ) ■" "<> 4 - ^ "a '•■?/, ( ./• ), 

/. i 

ou < 7 J? . r/,/ { soul // e.onslanles a ili'imiiinrr. (a 

varic lineairemenl ruin*. deux a I > s < * i s s < * s ooiisirnl i\ < 
Dour, pour ridenlilier a la li^iir polv^onalo, 11 sullll. 
eofneidenee dcs n sommels, ou < 1 < * poser 1 <*s // rondilic 

/ i 

Y, ” ‘ "u i V. > tf/ t l .'7 a*/, i 

A I 

( i I )• 

Geci eonstilue im svslrme reeurrrnl <pn determine d< 
| iron he a {) , <7 M . . . , a,,' , . 

Ainsi P(\r) <*sl loi-donnee do la li^no poly^onalr. O 
ma l ion de K(,r) depend dr eel Ir do 37, ( .r i. done do eel lr < 
done linalemenl do eelle de | .r | dans mi rerlain inlrr\; 

II exisle bien < 1 < r s mrlhodrs d approxim U ion d< k \ ,r 
home an soul throrrmo < 1 x i s l t k i um ‘ d< k Wriorslrass, la 
suflitel (dost enrore eel le do M. Lrbrs^ur. 

Soil done a representor | ./• | rn srrie uuiformrmrnt < 
do polynomes dans tin inlervalle {a, b). Lr proldrm< 
<|ue si a el b soul de si^nes ronlrairrs, el il suflil rvi< 
considerer nn inlervalle s vmrlrnpir, parexemplei 
I ’on pose alors h/ (b posilif), il suflil dr represent 
l’intervalle ( — i ; pi). 

On a, par la formule du binomr, 

r t , i » 

-I- v i — a ~~ i — • a — , a ■ - . 7 1 . . , , 

*>. ’> t | 

et. cette serie ennverj»e uniformeinenl entre — i el 
plaeons a par i — 1.-\ nous oblenons, dans I’inlenalle 
le developpemcnl clierr.be ' 

1 / 1 “ t — -u — t-)— ~ ( i /■ i“ 

**>• -Si 

Celle demonslralion ne va pas an dela du thenrrme < 
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uressante par sa simplicile, mais e lie ne fournit 
a lion med iocre. Elle se prelerait mal a la recherche 
> aussi convergentes que possible, recherche qui 
rincipaux Chapilres de ces Lecons. 

tion du tli^oreme II. — - LJn grand nombre de 
du iheoreme II se fondcnt sur les proprietes 
Courier. Nous renconl.rerons, an Chapitre 11, 
dr. 11 esl dependant utile d’elablir le iheoreme 
independamment de cetle theorie, et e’est ce 
e a fail ( 1 ) en ramenant 1c iheoreme 11 an llieo- 

rnoonsl ration (-) qui shnspire des nieiues idees 
. Lebesgue, mais qui en dillere par les artifices 

miction continue de periodc dont il faul faire 
l rignnometrique . (amsiderons les deux functions 

W) H- /( — .*')* I/O* ) — /( — '*') I shi.r. 

, Unites deux paires do periodic so lit done des 

•mes (Us cos./* u <‘t nous pouvons les designer 
it). Je dis <pie ('approximation trigonomelrhpie 
t a cello par polynomes de o (u), de et de 

t‘lions analogues. 

el, et ()(u) deux polynomes lels que Pon ait 

ion l 

o (it) P ( it), 'V( it ) — Q( /(); 
menu? approximation, 

) 1 *,/*( — ,r) | sin 2 .r =■ - P ( eos.r ) sin*.r, 
f ( .r ) ~—f( - ,r j | s i ii - .r = O ( cos .r ) sin .r ; 

i approehee 

.r) sin 2 ./* P (r.osar) sin 2 ;r -t- Q ( cost) sin ,r. 


Poussin, //approximation des /auctions d’ une variable reelle 
'natkernatique, :i«" annrp, u" 1, r iS ) . 


INTltom (TION • 


r> 

I leeom meneon s le menu* ea leu I a\ ee la lone t ion / ( J' 
de /'(.r). Les pol vnmnes PuMel <,>(//) soiU remplac 
aut res l\ ( // ') (‘1 S(V); (Ton la relation a pproelire 

•> f j sin"./’ It ( nts.r i "in \r Siros.risil 

el, en eliangeanl a* en .r 

( •> ) •>/*(./•) cos - 5 :r lu n ./ ) ms" ./• S i sin ./■ i ros.r, 

\joulons maintenant las relations approehees i i i et 
a membra ; nous ohlenons I expression trigonomeh 
ehre de J {.r ). 

, v >. Reduction de l’approximation par polynomos a 
mation trigonometriquo . \otis \emms dr ra 

■VI. Pebesgue, Pap proxi mat ion t rigonomrt ritpie a t 
mation par polynomos. On pout aussi burr I in\rr 
Pappioximalion par puUnumes a one approxi mat n> 
tri(pn k . ( Pest, er proredr in\ orse tpie nous auroiis sort 
dans ees Lerons. A eel ellrt, nous Irroih itraial usage 
exl rememen l simple, dont M, S. Ilernstem surtout 
avantages ( 1 ) el don t i I importr do dire u n mot ilb in; 

Soil a representor par pol \ noincs une I one lion eonti 
mi inlervalle donor. Pout inlervalle i tt* A ) se ramem 
par la substitution linrairr 

i ( . i ■ / 

tf ■ i (> 

Supposons quelle t rnnsfnrme f\,v » eu ^tli; la i 
de z*[f) dans Pinlerxalle \ 1, > t) se transient 

<le J\x ) dans ( a, b) par la substitution Inteaire in\r 
til.ul.ions Iranslormenl 1111 polvnome tm tin autre el nY 
le degre. II suflil. don<‘ bum dr eonsiderer la rrprrst 
fonelion /’(.r) dans Pintervalle ( i, | i ). Posons, a vee 

r (>|)S« J 

( 1 ) Snr la medicare appro, riniation tins functions con f inttes > 
liar la clause de, a Sciences de /’ Academic rovttlc de Hid a tain' 
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celle substitution transforme f(x) en /(coscp)qui est une fonction 
paire de periode 2 t:. Je dis que V approximation de f{x) par des 
polynomes en x et celle de f (cos o) par des expressions trigo- 
nonie trig ties en cp sont deux problemes completement equi- 
valents. 

Supposons, en effet, que nous ayons, avec une certaine approxi- 
mation, la representation trigonometrique 

/( cos-©) = a 0 H- cos 9 -+- a 2 cos 2 9 -7- . . . -+- a n cos 72 9, 

ne eontenant que des cosinus (puisque la fonction est paire), et 
remarq uons que cos /*•© est 1111 polynome de degre k en coso, 

cos/- 9 = P/ t . (cos©); 

nous avons, avec la meme approximation, la representation par 
polynome que nous cherchons 

/( x ) == •+■ a i P 1 + + 

Bus polynomes [*,(#), P 2 (;r), ... sont ce que M. Bernstein 
appelle des polynomes trigonometriques. Ils ont ete consideres 
bien avant lui par le grand mathematicien russe Tchebycheff, qui 
en a signale des proprieles remarquables, et nous aurons l’occasion 
d’y revenir dans la suite. 

Reciproquement, une representation d ef(x) par un polynome 
en x se transforme, en posant ;r = co&<p, dans une representa- 
tion trigonometrique de /(coscp). 

(). Module de continuity. — Soit j\x) une fonction continue 
dans un intervalle (a, b). Considerons deux points x x 2 de cet 
iutervalle et Ibrmons la difference absolue 

!/(#*) — /(a?i) | . 

Cette difference admet un maximum pour 1 ’ensemble des points 
dc I’intervalle ( a , b) qui saiisfont a la condition 

| Xo — X\ | ^ 0 , 

011 o est un nombre posilif donne. Ce maximum est une fonction 
continue de 0, que nous designerons par 10(0) et que nous appel- 
lerons module de continuite de f{x) dans Fintervalle (a, b). On 
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pourrait preferer a eelte denomination celle dr. module 
tion , plus naturellc a eerlains egards ('); mais nous eln 
premiere, parce qu’elle attire mieux rallention sur T 
nous aurons a fa ire de la notion qti'elle exprime. 

D’apres sa definition, le moduli* dr eonlinuile esl 
fouclion eonlinue el non deeroissante dr 3, qui lend 
aver 3. C’esl la rapidile plus on moins grande de col 
genre quand S lend vers zero qui nous inleressrra plus 
remenl dans la suite. 

Quand /’(.r) est periodique, le moduli 1 dr eonlinuili 
de la memo faeon, mais sans restrirlion d'inlervalle. Dai 
dilions, < 0 ( 3 ) atleint evidemmenl son maximum pour 
de 3 egale on inferieure a I 'a m p 1 i I ml <* de la demi-prriod 
quo ce maximum esl. <»> (tc } . 

Le module de eonlinuile possede quelipirs proprieh 
presque im mediates : 

i° Quel (juv soil A entier, on a 

co ( A o ) . Aid ( 3 ). 

Kn ellel, retie inegalile s’oblicnl en remplaeanl rlia 
par la borne superioure de son module, sous la eondilio 
dans I’egalite 

>. i 

/(> h X //)•••/(. v) ~= y 1 ./*( .e I Hi I -It) J\.v \ Hi 

t-~o 

a° Quel </ue soil A pnsitif (e/i tier ou non ), on a 
CO ( X3 )■•'(■ A ! I ) (i) I 3 ). 

Soil A -1- s 1’enlier snperieur a A ( suppose non enher 
co(Xo);- u> | (X -!'■* )3 | (X •■! i)u>(o t • i A i I u.M 3 ) 

d° *S7. co(o) s' an nule pour une valour non nulle o, 
se reduit a une eonstante. 

Ln eflel, o(3) s’annnle pour 3. 3, , auipiel ras, f\ ./• ).e: 
dans lout intervalle <C o t , done: aussi dans tool mtervall 


(’) Geltc observation rn’a etc faite par M. Lalrseo. 
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7. Condition d© Lipschitz. — Oil cl it qu’une fonction est 
lipsclu tziennc on verilie une condition de Lipschitz , si Ton pen! 
assignee une conslante M idle (pie Ton ail, quels que soient .r, 
et ./*o, 

I/O*) — /( *1) I ^ M I *2 -*i|. 

Si la lonction J (./•*) esl li pschilzienne, el l e est continue et son 
module de eontinuile salisfait a la condition 

(o ( o ) ■ M o, 

completeinenl cquivalenle a la precedent©. 

Lotte condition est celle de Lipschitz proprement dite. Plus 
generalemenl, on dit qu tine lonction / (,r) verilie une condition 
de Lipschitz d’ordre a on d’oxposanl a (o < a; 0, si l’on a 

(0 ( 0 ) : Mr>. 

Ainsi la (condition de Lipschitz propremcnt dite est celle 
d’ordre i . 

II n’y a pas lieu de eonsiderer de condition de Lipschitz 
d’ordre a > i . line function qui la possedcrait se recluirait a une 
conslante. On aurail, en diet, par la propriele i° du nmrn'ro pre- 
cedent, quel quo soil A enlier. 



et, <;n faisanl tend re A vers l’infini, 

. r Mfi* 

(0(0). ilia . — - 

A oc-i 
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8. Series ot constantos do Fourier. Propriety do n 
les definit. — Soil J\ .r ) uue ((met inn bornre el u 
peciode •> 7T. I amsiderons In suile t ri"unnmel ri<| u <* (in 

v 

i < i'iis /» ./• />* sin /» ,r i. 

/. i 

Celle suile sappelle In so/itmr </t 9 l'\>urirr </ nrtir 
a j\x)i si les eoeffieieuls tt/ t cl A 4 xml determines par 
de minimer Tinle^mlr 

/ |/«.r< S„| ,, «/.e. 

♦ 11 

Celle inle^Tnle csl uue expression quadrntique posil 
admettant ndcessniremeul un minimum. Pour le era 
an nuler les derivees parlielles <*n d <‘l en h s r <*sl a du 

/ |/(.r » - S w | cos/, ,r #/./* o. / l/i.r j S w | si 

* at , b 

( / <>. 1 n i , 

dOu, sans diflirulle, 

) a k~z / /< •'* J eos/t / </.r, A/, ^ j J\ ,r . si 

( ( /. — o, 1 , *>, .... /n. 

II esl. important de remnrquer que, par suile de la 
l intervalle d integration pent etre remplare par In 
memo amplitude sans ehan^er la valeur <le ees iut< 
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Les eonstanles a/< el 6* delerminees par les for mules (i) son l, les 
constant es do Fourier do f(x ) . La serie illimilee 


7 "o a/- cos/i.?* H • (>k sin 

l 

consideree an point do vm; purement forme! , qu’elle soil eonver- 
on non, ost la serie de Fourier de f (x). La sonuno S„ esl 
oollo des n | - i promiors tcnm's do cello serie. 

I /expression des <‘onslanl.es do Fourier, sous forme (1’ialegra.les 
deludes par les formules (i), conduit i nnnedialoinent a quclques 
consequences fundament-ales : 

i" Si (e module de j\x) ne. surpusse pas M, celui des con- 
stitutes de Fourier ne surpusse pus w ML 

a" Les const (tales de Fourier de f -f-co son t les so mines des 
constitutes de Fo’urier du memo ordre de f et do z>. La serie de 
Fourier de j ■ \ - v t t sl la somme ter me a ter me des senes de f et 

de o. 

» 

f). Consequences du theorem© d© Weierstrass. Le theorem© II 
< I <2 Weierslrass (ii" 2) enlraiuc d’autres proprict.es e^alemenl fonda- 
incnlalcs des eonstanles el des sommos do Fourier. Indiquons-les : 

i" Si f ( ,c) de periode on e.s7 continue* on a 

1 i tn / | /(.r ) S„ p d.e o. 

// ■/. . 

Kn ellbl, d'apres W oierslrass, on poul definir line expression 
Iri^onomelrique T w , dordre n <* I. donnanl line approximation p„ 
<pii lend vers zero aver. i I // . Done, puisque S„ minim© rinte- 
£rale, on a 

. ** 7T .‘2 7: .2 7; 

I ( / s w )* d.r I ( /— r r„ I J dr . f }'}, du\ 

* o • 0 * 0 

he dernier member d<‘ cos in©£alites lend vers zero av<‘<: i l n, 
done a fortiori le premier. 
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2 ° Si f (x) est continue , la serie positive 


(a} c \-hj.) 


est confer genie et a poui • sotnme 


k.n» 


ICn ellbt, faisons la decomposition 


r tn r- 

/ [ / - S„ ]* dx = / ft dx - a / / S„ , / 

«• 0 • 0 » • u « 


Oil a, par les formulas (i), 


/ /S« ate = 7 / /’( ^/ k . cos /\r { £4. sin lx ) dx r, 

,/ 0 


D’autrc part, on a, en developpant S ;J 


r 271 /* 27r % 

/ / (or/,. cos bx »h £/,• sin /\r )- dx ; ( t 

d() *“ <'o 


Par consequent 


y-STC . ,2 7t " 

/ (/ — S„ ) a < 4 *: ~~ / /* ( a'f ! h •?, 


Quand /i tend vers 1 iulini, It* premier membre lend 
( pai i done le second menibre aussb ee <pu prouve 


remarqncra (pie Pon tire maintenaut de la dernier 


00 

J if 1 ("*+1/*). 


d l> 5/ conslant.es de Fourier d'une function 
soni toutes n ulles , fonction est itleniuj uetnc n t tin It 


approximation par les series de vourier. 


i 3 

En diet, on a, par la propriele a°, 

I f* dx = <>, 

co < I u i n’a lieu pour f continue que si f = o. 

Eelle proposition enlraiue iimnedialemenl la stiivanle : 

4 ° Deux /auctions continues c/ui out les mcm.es constant.es de 
Fourier soul identit/ues. 

Sr fa sene de Fourier d ' u ne fond ion continue f est uni- 
fonnemen t converge n to darts la jteriode , done , en part icu Her, 
si les series positives 2|or*| el 1’ | b k | convergent , la serie de 
Fourier a pour som/ne f. 

En ellel, la sominede la sorieesl. une function coiUixiue el. perio- 
di(pie z. ( loimiK! la scrieesi inl.cgrahlc tonne a terme, lesconslanl.cs 
do l H ourier de z | <pii se caleulenl par les formules (i)] sonl les 
memos quo relies de f ; done f = z, (par f°). 

()" Si une expression tri gononiet rit/ue T„ (Ford re n four nit 
une a ppt'oxi tnalion o tn on a necessairement, 

/ SO 

?« 4 / ;; ("f.-i- 1 >%), 

V » M 

re (/U( fount it une premiere harm* in fori cure de l<t meiUeure 
u ppt'oxi mu t ion possible (*). 

En ellrl, puisque minime Tinle^rale, on a (a u ) 

. S 77 .27 c * 

I ( f f l'// .)“ d.r / i f S„ 1“ //.r ... TfV ( ,/ a . I . /, s ) ; 

rri 

ot, puisque T„ doime I’a pprnxiination p /; , 

. :!7C „2 7t 

/ f / — T« )* //.r / P //.r ~ >> Tgj'F 

* l» • 0 

( 1 } S. Bernstein , Sttr t'nrdre (te la meittcurc approximation ties /auctions 
continues l «".V 2 ) ( A/emoircs publics par V Ac identic royatc.de Belgique, l . IV, 
1912 ). Nous avfHH rclaldi It* facleur ’ qui manque id sous le radical. 



1.1 


ciivwtiu *: i . 


La e.omparaison drs deux homes amsi ohlemies ju 
rnuo enonee. 

10. Derivation ties series do Fourier. St J <i 
ut/niei tint' tlerieee <t u/'tlre r hunter et i n le^nthh 
Fourier tie f' n s'nblient en tlrrieunt r /his terme 
t/rf. 

II sufiil de fain* la preuve pour ie premier ordre. 
Her <pie la serin derivee 

V / j </* sjttA / /*-, eu^A r < 

>— 

I 

(*sl la serin de Fourier de / . done dr venlierque 
sent Lien les eonstantes de hoarier \/, et I>/ t de j 
On a, en integrant par parties, et a »‘.ahe de la pe 

Ah ' f \r<tr ‘ /•"’! 

*. I fvosh.n/.r \ j /7m/, i t tv 

" * l> * '* 

j 1 <- 1 j J '.in A r #/ 1 j J.r 

I at \ eriliration est done fatte. 

IL Theoreme. Suit p.n nne J*>tn tint runt 
infeirtil/r jini it/, /m ; .v/ / /e/n/ re; * I'tnftnt */' 
f/nr/en/lt/th\ on 1 1 
J' 

lint j v * r ♦*'« »s / »r 7 * tuit | ► r mu; t u 

t • * * •* 

II suftira de eousiderrr la preiniere rale. P«»h 

. /.• 

I / / icito s tit 

r ? a / et a {oil t 

i * 


Suhstit nous dans eette inle^rale 


a preeedenie ; il vient 


A 


?(•?*) cosX.r rfa? "™ /" cp (.r -+- ^ ) cos A a? cAcr 
A 

h - y 

f |cp(.7') cp (^r -i- y j | cos X .r c/.r 

^ * h r“ f \ 

cp ( X ) C 0 S A .7* dx ~ I o ( .7/ ~f- y ) c o s X afo? . 

7 T * ' TC \ *' / 


(rois inlegrales lend vers zero <[uand X lend vers 
miere avee la fonelion a inlegrer el les deux der- 
lplilude de l inlervalle danlegra.tion. 

■ preeeden l subsiste si cp(./‘) udmrf un nombre 
is de d i sco nt in idle, me me sans sup poser o ( x ) 
toye/t nu n l V existence de /’ / n Leg rale 

,n> 

I I ? I 7.r. 


Hire <|u<* o n’esl diseonlinue <pi'aux limiles*/ alb, 
' decompose an plusieurs a litres verilianl celleeon- 
|iiel<|ue petit <pie soil £ posilif domic, on peul sr 
silil assez petit pour <|iie les deux, inlegrales : 

r 1 ' 

I \?\<**> ( l?| dx 

* <l * <t 17 , 

s de i , auquel cas les deux suivanles : 

r h . r h ~ r; 

I cp ('os A .7’ dx, I cp c.osX.r d.r 

* it * it { 7 , 

» de z, ([ttel (pie soil A. II soldi done de dcmoulrcr 
ir la scoondi}, dans laquelle cs esl continue, ce <jui 
>reeedenl ( ‘ ). 


grandeur des constantes de Fourier. — i“ Si la 


i (Irmontrc cjuc 1(‘ llieorcmr subsiste sous la seub* condition 
r. ( /.crons stir les series trig on a rn efriq ues , p. (u)- 



CUUMTHK I. 


lG 


Sanction /(.n <h‘ <‘*r ''onlhinr <■/ ,nlm 


c.v ro/ishinti'S //<• /'nnrirr <t,„ < 


d<> r<inliniii/i : <»(o n ■ sr 

poll r III /. l'-« /’.T/« »/« thrnrrmr / 

/\>/f 


l"/»l 0, U, 


l*. 


II suflira dc lain* la ildmonstralion pour 

I’.ccommciKMins I.- c.ilrul *!<• la 'l.'umiis! rat ion piv. 
aimms, par l<‘ rhan-.'m.'nt .1.' .r n. .r **< "an 

limilns (a cause tie la prrioilicile 


/ / 


t ,r i ms /;/ .r if r 


1 / /i r ' ) 

:: f m 


puis, cm fa i san I la lO'mi snmnM*, 


i 

v " 


f 


/'< r / f ' 


I)on<\ par Ic llirorrmr <l»* la 


I I 


.SV/VrwA’ /M77»"/r jutssnlr n\ t'r *t 

<*rl lr~ri ( * /•* ///•* /*//«* ‘ mntinttt tr «»i , " 


i ' ! 


Kll , l«‘s <*011^1 ai»t<‘ * It* !* c » t| |'l CM tl»* / * . .nUl 

s i <* 1 1 < k pivs in'* 10 k tn'it.,, <’t ni* t*.„- * O' ‘il*’* "•-'i 

. <,)..( Tm ) , rn \ **rl u <0* la pn»|»*» -itimi i , O'ihi 

v tn J 

a < * l tn*l lr , 

Voici drja ijii #* l « J u »*** appln ah*»n^ 1 1 '** •* ^ * t * j » l * * ^ 'O' 
Si la sm<* jmsili\ <* | </„, ; j j < ' n ii \ <*t I » " 

<um v<M "<* unifornn*UM*ut mu ^ / r u'O H I ,t j * j u • » \ 
par la sonmu* <lr I* unrirr ml« tirtm* .1 


APPROXIMATION PAR EES SERIES I)E FOURIER. 
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idmet une derivee f f (x) satisfaisant a une condition de 
’ordre a, on a (par i°) 

y. ( I «,» I + I 6* I ) 5 V - to ( — \ < M V -L- , 

fa-J \ rn J jmmi ni x ~^ 

me conslanle convenable. Cette serie est convergente, 
*ie de Fourier converge vers f(x). Ce crilerium centre 
es f>I 11 s generaux que nous rencon trerons plus loin, 
est indefinimenl derivable, on a (par a°), quel que 
C 

)i ~H l n -h l 

me conslanle par rapport a n. Done, quand n tend vers 
pproxiinalion fournie par la somme S„ eft Fourier est 
petite dordre superieur a Unite puissance de 1 l //. 

mation de la serie de Fourier et de la s&rie conjuguee 
tegrales definies. - — Soil, fix) une lbnelion bornee et 
de periodic v-u. Fix memo temps que la serie de Fourier 

* </»• 1*^ (<tk cos k.r~\ 'bk sin/’.r); 

JlmJ 

l 

de considerer cede <pii s’on deduit par la permutation 
ienls (t, b <‘l le (diangeinent de signe de .r. Celle non- 
que Ton appelle la scrit* conjuguee de celle de Fourier, 
i suivanle : 

(/;/, cos/./’- a !■ sin kx). 

1 

\s d’ordre n de ees deux series soul res pecti Yemeni : 

n 

1 , V'"^ 

S„ -- - <7,, - \- > ( a i x cos kx - 1 • bu si a kx ), 

1 

n 

S f, ^ ( b /, ('.OS k X — - <7 /, sill k X ) . 


a 


ciiApmu: i. 


! 8 


(Ics valours ( i l dos ootislanlos do 


Par la sulislitulmn 
sommes sc t.ransformont. .Ians los 


s.-if 

• (» 


, ''V I’lis/i I f 


/'( t > tit 


^ siti A i t 


h t i <// 


CliaiiRcmis^n/ |- .r, sans lourlin- iiun imuh*s 

" ' 1 , Vrns// 


s.- i / 

* <i 


/' / * * <//. 


V 


in /. ( 


t\ i rntf 


l/inicrvallo . 1 ’inldf.ratinn pout otro romplaoo par 

imlmo ampliludo on parlieuliur pat ' 

inldf’faUts ontro —r.v.\ /.dm so ru.uuuout a dos mtopr, 
ol. parlo (diaiiROinont do / on /. H d uoul tuuM 


s„ •;/' 
* 0 

^ i /' 


, V 


t < < > 


Win/./ 


/ > ' t • 


Si Foil soparu lo rool ol rinia"iuau o dan - la volution 


. $ l 

1 I V 


’in ' t 


on ohlirnl 


APPROXIMATION PAR LHS SERIES I)E FOURIER. 


[1 vieni, par la substitution do ces valeurs, 


*9 


(4) f 1 fO 

*■ 0 

■+- f ) -H /o • 

-01 

7C 

(■») / I/O 

'0 

• + <) —/(•'* 

01 



*/ sin T V t 


dt . 


1/a convergence de la serie de Courier el do. sa conjuguee sonl 
lioes a la convergence des integralcs prccedenles |)Our n=cc. 
Nous renverrons mix Ouvrages elassiques pour l’elude des crite- 
r ; ii ms de convergence les plus gencraux. Nous n’indiqueroxxs ici 
( pi(‘ 1(5 plus important, <[ui esl le suivant : 


I Crit^rium de convergence des series prec^dentes. S.oit 
ffr) unt* fond ion continue <h' penode La seru > dr Fourier 

dr f(x) d sa. con j u "tier Sf'ront toutes les deux convergences an 
points, si, z posit if clan l donne, V integrate 



/ (or - !■ C) — fix) 

' dt 

t 


a une valeur /itiie. Fans or cus, la serif' de Fourier a pour 
sonune /(./*) d sa conjuguee a pour sonune F integrate ( exis - 
taut par hr pothese) 

/ .it 

[/(.r-IW)— /(.r n|<'ot./ ( //. 

Kn integrant les deux membres do la formulc (pi) au numero 
precedent, il vient 

y. 

r • o 



done, on imdli|)Iianl eelte relation par j (.**), puis en retranebant 
lequalion ( i)du rosultat, il vieni 


i r u 

: / 1 •>/'*' J(.c- 

* * o 


/) 


(*• — /)]* 


. I \ 
sin ( n - h 

•jt sin \ t 


■dt. 


S 


i 



‘>0 


cii.vimthh i. 


Pour (Hiil)lii la premiere panic du llicoivnic, <■'< 
sorie tie Fourier converge vers /(.n. it faut mo 
integrate lend vers zero <|uan.l n tend vers I'iniit 
consequence du tlieoreme gendrat du n" II, poi 


exisle. Res to se.uleinenl a demontrer ertte t' x i n 1 1 * in 
V eet (diet, on observe quo I'lnte^ralo 

/’( ./• t\ \ /« ,r t < * f\ .r i 

t | " 

existe par hypothese. Or on n’altere pas eette eon 
dant rinle^ralion dr n a t: (puisqur J ost runlimt 
pliant !a' binetion a inte^rer par la iunetimt eoutm 

t 

t 

% sin ?, t 



On relrouve alors binte^rale dont il taut pnm 
Passons a la seronde parti** du tlieoreme. 

fj’exislenee de I'inte^rale ( <u *>r justitie par t 
tout pareil a eelui cjue nous venous do fuire. Ku i 
liquation (a) do (bK on trotive 


/ i(.r) s;, 


/i.r 


/• r 

[ f 


Pour pronver (pie la sorie eon joiner e«»n\ei" 
faut prouver quo ertlo inte^rale tend u-o /rn» <| 
PinlinL Mais eYst rnrore lino Iok la < am -rqurii 
du u“ I I , paree quo rintej*rale 



f . 


,ir 


exisl(*, par la e.onditiou suppusrr dans IVm »m r dt 
II V a lieu d’obsen (*r ijuo iadile e«»nd*ln»u a h 
on y\.r‘) a mu* derivet* iinie. b ile a lieu p.irtniit , -i 
eondilion de Lipsehil/. d un mdre v si pritl qu si 
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APPROXIMATION PAR LKS SKRIISS 1)15 FOURIER. 

s | >0 1 1 von s main tenant elablir les tlieoremcs coneernanl 
situation par les series <le Courier. 


Theorem© *• * On pent assignor a priori deux n ombres 
<>( B jouissant de la propriety suivante : Si fix) e.st line 
)ii periodb/ue el inlegrab/e de module < M, les deux 
s S„ el S ;| xo/// ton les deux de module in /erieur d 

M ( A !<>•» // i- H ), 


<te soil n enlier j>ositij\ 

flit dr demon l rer que la rendition pent se realiser pour 
e des deux sommes. * 

menrons par S„. On a, par la formule (,{), 



iTnierc* parenlhesr esl de la forme \ lo<*/? | B. 
ms a S' r On a, par la forum h* < ;*> ) ? 


► M 


*71 

/ 

! i 
ros *■ 

' t - ms ^/j i 

■/ 1 

1 / 

1 

0 


•x sin 1 1 




dt 




. n , u • i 




n >- t 

sin — t sm - — 

t 

«<%... 

1 

sm — — t 

2 

■> sin * t 

i 


f 

0 

2 sill * / 




inte^ralr esl la inline <jue Pautre, saufque n est remplaee 
t qu il \ a un farteur u en plus. II suflira de doubler les 
preeedentes de A et de B. 

budle d abaisser les valeurs de A et de B fournies par les 
pii precedent, mais eela if a pas aeluellement d’interet . 


■li^or^me II. — Su pposons fix') period ii/ue et in tegrable 


CIIAIMTUK l. 


7 . 7 

et designons par Ii„ la dij/erenee j\x ) S„. ( 

a priori deux nombres fixes A et IS (els </ue 
module JV1 , on ait , <[uel <fue soil //, 

| K„| M ( A log//-! I‘>). 

Ge llieoreme irest pas < i is t i not du j > re< < ; <i<*n t . ( ) 

I KJ ‘l/1 i I ‘St | M ' |S„|. 

II suflil done (Fajouler unr unite a la valour d 
doSSUS. 

M. Lebesgue (') a duduil du llieoreme prdee 
<|uene<r do la plus haute iniportauee. (Pest uno 
(|ui donne line homo in fori euro do la nieilleur 
d’ordre // quand on eonnad le developpemon t <1 
(onctiou a representor. Void (’(‘tic regie : 

17. Rbgle de M. Lebesgue. Si V approx/ mu 
fine suite de Fourier d'oj'drr n cst /•galea 
approximation tri gononu : t rit/ne du /urine ord 
e gale a 

n \ 

A log // i B ' 

ou A. et B soul lea deux ruunhres assign es d< 
precedent. 

So ion l S ;/ la somme <l<‘ Courier donnant Papp 
<‘l I u uno seeondo expression < Ford re n donnant Paj 
Consuhh'ons la decomposition 

/ -*• (/-» * T„ > T„. 

Soil. la somme do Fourier do T„, nous o 

^ n 1 - I /, , 

1/ T„> 2„|. 

Co mine csl la sonuuo do Fourier do J • 

(‘) Sur las integrates sini>uUrrrs (Ann. Far. ties Sr. Ur 
( a ) Voir la premiere au <) 


APPKOXI MAT! ON I»All LKS SKIUKK l)K KOUIUEH. 


ilc * f 0 /m nous avous, | >;i 1 * le llieoreme precedent, 

| /■— T„) | ~p«( A !<»}</* -+■ b); 

:omm< k (Failing pari | / | atleinl la valour c ?( // )> nous 

us on eonolure 

o( // ) . p n ( V I of*' // ~l~ 15 ). 

v I;', n'tsullo la borne inferioure assignee a p w . 


i. TMor&me III. * O// jx'tU assignor a priori deux nomhres 
■ A e/ 1> jouissunl dr la proprirtr sutvanle : Si j (,r ) <7r 
admrl une drriere d'oi'dre r t n legrub/r el dr 
ulr • ’ Mr, u// ^ 

m, 

| lt« | |./*l ) — * s « I < A )-— ■ 

ipposons d'abord /* pair cl soil r 

i serie do Kourior do f {r) (x) s'oblionl on ddrivanl r •>.(/ lois 
? dc/( a savoir 

/*, r». V V/, A/, r//, ./• ! A/. sia/ .r, 


olio converge par Ir orilerimn du n" 11. La serin deriveo (qui 
, elre ronvn^niU 1 ou non ) sera 


V I!/.. I*/. 


i yf /, r A /, . 


lone, on reniplaeaut \/, par 
imlo, nous obleuons 



n t t 


sa valour l tree do cello drrniere 



n * l 


(oil T/ t la somine d ordi'e /* do la srrio do l 4 miner de j ' (J')* dr 

[e quo 

U/, 7 ; 7 /t 


ion! 


n 


u t t 


Tl I 


la 



n ♦ I 


( t 0 / K 


T n 

n • i \ r 


CHAPITKK I. 


Mais, en vertu cl u llidoreme 1, on a 


il vienl done 


I 17 k | < Mrt A log / i • It i ; 


1 K/> | ^ A lo ^ ft- 1- I* V / 1 1 

' M r ( n jr ‘ " JU \k*' . k i 


a io" / , n 


A!°l": f ' vll! ,\V ( ' ' 

( !l -| 1 )'' JmmJ \k’ ( /. i I •'* 1 


La derniere sonime ( <pii est multiplier par V ) prut set 
sous la forme 


log(// -I- 1 ) y i ( /» 

( n -h i) r 1 jLJ {k - ! i ) r k 

n | 1 


j I) yi I _ I nut// - n i \ nAn | 


( // f- l) r jmm 4 1 A • i) r t ti « i \ r r n> ,i'r 


II vient done a fortiori 


* A loj* n » ( * It 


(/esl la relation a demontrer ; > V rt >B » i soul deux am 
fixes quo Ton ]>eut designer de nouxeuu par \ rt H. 

Supposons, on second lieu, r impair et dr la forme •> f / p 
</ pout dire nul ). 

J,a sene de Fourier de/' { :y i, <pti s'olitient par >,/ . i d< 
lions, sera, dans re eas ei. 


n k < lt'/( O/.Mft/U t> nm / r ./»■, 


la si-mMumjuf-m'M* d<- l.i m’-i i'c .1.- Fourier <lr f ' 


U* d/. f i «*/ k i a 


Ku remplaoanl, par sa valour lir.V dr cHt,- drrai.'iv (V 
nous obtenon.s 


• i v 1 

< t <v > f > * . 


APPROXIMATION PAH LES SERIES I)E FOURIER. 


a > 

La demonstration s’acheve exactement commedans le cas prece- 
dent. En diet, soil. <j' k la somme d’ordre/r de la serie SBj.; on a 

K /,: = <4— ffi-i 

et ; en verlu du theoreme I, la somme ay. satisfait (comme g-*) k la 
condition 

I <4 | < M r (A log* + B). 

II n 1 y a done qu’a aecentuer c r dans la demonstration precedente. 

Le theorem© <|ue nous venous d’etaldir rentre en partie dans un 
theoreme de M. Bernstein (*) et eelui de M. Bernstein est lui- 
mcme un eas particulier du theoreme V cjui suit. La consideration 
de la serie conjuguee, cjui n’intervient pas dans l’analyse de 
M. Bernstein, permol <le simplifier beaueoup les demonstrations. 

Nousavons monlre dans les deux theoremes precedents comment 
('approximation j >a r les sommes de Eourier est Lee an module 
niaxirmnn de la function on de ses derives supposees existantes. 
Nous aliens main tenant montrer comment ^approximation est 
lice au module do conlinuilc des memos fonelions. Go sera l’objet 
des deux theoremes suivants. 


I!). Theorem© IV. — On pent assignee a priori deux nombres 
fixes A et B jouissan t. de. la propriete suivante : Si J\x) de 
periodo a tz ad-met le module de e.nnl itudte (o(o ) 7 on a 


I K« | :(A I o|?«+ B)o 


Nous allons raltacher cc theoreme aux theoremes II et III par un 
prooedtSde raisonnement (pie ML Dunham Jackson a employe dans 
un eas analogue (’•*). 

Soil o unc partie alicpiole de la periodo *x tz. Marquons, sur la 
courbey' '/(x), les points (Bordonnee Ao, on A pareourt la suite 


C) Sur t'ordre de la meille.ure approximation des /auctions continues 
(M<bn. citt 1 , n" Ml;. La demonstration <lc M. Bernstein conrerne la representation 
par polynomrs trifconomrtriques et ne eomporie |>as que A et B soient des cons- 
tantes absolues. 

( a ) Dissertation inaugurate , Gottingen, u)ii. Demonstration du theoreme V 
(p. <jo). 



Oil A PITH K I. 


des valours cnlirres do — x a j x. (lonsidrrons 
i nscrit <|ui a ces points pour soinmrts ; I'onlonum* dr 
es t une ionetion i(.r) de prriodr ^. tz . Sm* Huupir r 
"one, cello fonelion esl linrairr rl son oscillation 
Comme sa denvee »!/ esl ronsiantr Mir rliaqur cdt< 
eliaeun (Tcux (el, par consequent , partoul ), 


D’autre parr, sur le cole limin'* au\ abscisses ).o 
difference /* — A, an point .r, <-s I comprise nitre 


./( .*r > — .A AO.) <’1 /i 


on a done aussi partoul 


Considerons mainlcnaut la decomposition 


/ • /’ ^ i 


f.asdrie do Fourier do/ost la somm<* dr rrllrs de f 
ho ion I, IV//, li„, Ins reacts relatds a res Irois series, 
men l ; nous avons 

K ■ K- 


Mais, ao. nine \f ■ >\ | . <.» ( 5 :uillls . |1;|| . ],. , 


I F // | t A I <»i» // j It ir»ii u i ; 


el, comme |*V| nous avons, par le llieot-emo I 


H/I I f \ l<>*4 // , I},‘ 


D’ailleurs, on peul salislaire au\ lluWuur, II ,-t 
memos valours «le A, el do IS; nous avons ,lonr 


I | - " ( A lo*» // » it i 


Prenons 2—2, ^ 


<|m est Idea urn* part io dr la pm 


oh tenons 



(vest. In theoreme a demontrer : les valeurs A et B de I’enonce 
s’ohl ienncnt on lnulliplianl par -f- colics de la demonstration. 

20. Crit6rium de convergence de Dini-Lipschitz. — Co crilc- 
l.erium est tin enrol lairo dn theoreme precedent. II est plus precis 
quo eeltii do n° II. Kn voici Penonec : 

Si le /nodule de eontinuite de J\x) salisfuil a la condition 
dife de l )ini-Li pschil z , 

lim to ( ) log - 

o o 0 

l(t sene de /Courier de f{x) converge uniformcme.nl vers f(x). 

Kn diet, on laisant. o . - — ^ cello condition nous donne 

n 

lim to | ^ lo*» n = o. 

Dans ee cas, on a uniformemen / , par le theoreme IV, 

lim \{ n . <>. 

rt <*> 


21. Theoreme V. -On petti ussig/ier a priori deux nombres 
fixes \ el B jouissunt de lu projtriele snivunte : Si fix) de 
periode \kt: udmet unc dcricce d'nnlre r el </ue celte-ci admetU* 
le nioduh* d< * can t i nuile <*>,.( o), on <t * 

(•>,. ( - ) 

| K,. | ( A l«s n i It) X—. 


I/a demonstration est analogue a cello du theoreme 1\. Soil 
o line partie aliquole de *.>, tz. Inscrivons tin poly gone dans la 
courhe y f r) {x) en prenant pour sommi'ls les points d'ahs- 
risses Jo (A entier). Soil Ai.r) Poi-donnee de ee polvgone; nous 
avons, romim* dans la demonstration rappelee, 



| /lH—. L | <»>,.( fj ) y 
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C1IAP1THK I. 


Considerons Ic devcloppenn-nt do 'l on st-ric di- 
verge!) le (n° I t) 

no 

»Ii = a 0 • \~ '*y ( «a- e< >s /\r f /A s i n A .r ) ; 

T 

i 

nous avons, puisque J [r ^ est periodique, 

a,,— — ( -J/ <l.r — — / ('•' /'' > r/./- ; 

v.7t./ 0 v "-'i 

il’ou, par le l.heoromo do la movonuo, 

l an l ~ / I /"' I"'-'' 

' * • o 

Designons maintenanl parlour) la sonune do la : 
melrique obtenuo cn integrant /* lois de suite la serie 

uo 

(a/, ros/'.r i (>/, sin /»./•», 

i 

sans inlroduire de e.onstanles, de sorte (pit 1 I* ( ./* ) est 
periodique, donlles derivees d’ordre r ot d order r 
respeetivement aux conditions 

[!(r~. ,J, K<r, 1 ,«/; 

d’ou, par Ics inegaliles precedent os, 

I (/— K I | i X u | ><*M S K 

% ^ 

Faisons main tenant, la decomposition f c/ 
soient R /M R',, 1\" Ics re. sics dcs series de Fourier de 
respectivement; nous avons 

R,*~= { h;;, 

Mais /* — F admet. line derivee d’ordre i\ de nnr 
done, par le llieoreme IV, 

| K/V | , (A log n -h B ) - ™ ; — * 
D’aulre part, F admet one derivee < Ford re /• ? 
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^c<>(3) .* 2; par consequent, 

IR” ^(Alogn+B)^^- 

Nous en cone In on s 

I R,| I ( A log n -+- R ) ( % -h -4 ) -'111 ; 

\ no / n> 

d, eu fa i san l o : — , 


TC N 

/ W,. ( — 


I K„ I - fa -+■ — Y( A log/* h- B) — 

" \ 71/ ° 7 /i' 


2 9 


On ohlicnl done les valours do A el de B qui conviennent a 
Hemmed, en mullipliant par 
demon slra lion . 


! 2 “*|— 


cellos utilisees dans la 


22. Remarque. — Supposons quo jf(&) adinelle une ddriveo 
continue d’ordre r — \ et quo eelle-ei salisfasse a une condition j de 
Lipsehitz d’ordre i, a savoir 

.. co,.. i(3) — M,.o. 

On pool dire encore quo /’(;/■) a une ddrivdc d’ordre r do 
module M\l r , sans supposer, pour cola, Boxislence el l’inlegrubi- 
lilti do oolte ddrivdc. On a, par le thdordme precedent, 

| R„ | ( A l« K m- 

Le thdordmo III stihsislc done sans supposer la ddrivdc iLordre /* 
exislante (‘I inldgrable. La distinction enl.re les deux eas <1 is j >a— 
rat Ira i l dailleurs si Ton laisail usage de rinlcgralc do Lebesgue. 

Ddrivabilite. ~~ La ddrivdc d’tme somme S„ do Courier est 
la soinmc de Fourier de la ddri vee ) supposdo bornde cl in id- 
arable. Done les ddrivdes succcssivos dc la serie de Fourier 
do f(j') reprdseulent les ddrivdes sueeessives dti /’(.r) aussi long- 
lemps <pie ees ddrivdes soul cxpritnables on serie de Fourier, 
done iuddfimmenl si Ionics les ddrivdes existent, \insi la serin de 
lun/rirr tV une fonetiun indejin intent derivable est une repre- 
sentutinn inde/inimen t rferivable de relte function , et la moil- 
Icurt* que Ton etmnaisse dans ce (‘as. 



CHAWTRli II. 

APPROXIMATION PAR LKS SOMMKS DK KKJK R 


li. Sommes de Fejdr. Les llieomues prrerdenO 
lirulier Ic llieoreme III, ne donnenl pas la demm 
llieoreme tie Weierslrass stir rapproximal ion Irigonoi 
ionelions eonlinues. Auruno demonslrat ion dt* n* llu 
plus elegante (pie (‘(die de M. Kejer. Nous doimeron 
demonstration, la forme <pii ronvienl le mieu\ a noln 
La metliode de ML Lejer eonsisle a summer la sure 
par le proeede de la inojenar aritluneliipie. Drsignu 
moyennc arillnncli(pie d<‘S n premieres snmnus de 
savoir 

So ■ S | • i . . « t S /, | 


Celle moyennc esl. une expression trigonometrique d 
an plus. Nous ilirons (pie e’esl la sonant* (ft* h'tjor 
File review la une inlegrale, analogue a eelle de Diriebl 
uppellerons integral** da Ft jar el <pi nous aliens f< 
a v 011s 


i /‘ 27r . d( y , / 

7 » / J < ’ I t ) — T-~ ' > SJU ( k 

* 'AM II * / Jmml ■ 


Go tie sommalioii s’cHeelue par la lormule 


. / Y' . /, l \ VI <‘ns k 

+ i 

0 

d’ou T integrate da l 1 ' ajar 

ff " -L I sa 


kt I'lisj /| j • l t / I 


I — ms Jit , 

:/* 0- t) - ■ t/r, 

I •>, sin - 1 
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nl i —c.osnt par :>, sin-— , puis t par elle prend la 


i . /sin 11 1 \ - 

*" ^^ + a< >(lhT) 

ns-lui nn proeecle de transformation que nous aurons 
joeasion d’uliliser plus lard. Substiluons sous le signe 
ion le developpemenl 

oc 

1 ^ l 

si ii“/ jLu ( / -1- k t: )- 5 

/»■ --- oo 

tonne a tonne el observons <jue f(x -+- a t ) sin- n l 
periode il vient, on prenanl / ~f~ A’ ~ romme nouvelle 
dans ehaipie lerme, 


i / ‘ 00 >. s /sin n t \ - , 

J " r,,// u ' +!( ' ) (-r ) 


inguanl. / <* u - » 
n y/ 


>• U" 

« . ur, \ ' ' ' 


ixpr^ssion delinil ive do 
ou d observer i[iie, si f 
ales a (’unite ; done 


rinlograle de b’ejer. 

i, los soinmos S /»• el, par suite. 



:>pri^t6s fondamentales des sommes de Fejer. — Suppo- 
rt modulo de f n <5 surpasses pas M et appliquons a I’in- 
Kejer le theoreme de la mojenne; eeei estpermis, |)aree 

lour esl posit if, re (pii n’avait pas lieu pour lo 

lalogue dans I’integrale de Diriohlet. II vienl 



M, 


e ore me suivant, <[iii est fundamental : 


Toutc somme do Fojdr a two rttlottr in for/nodi, 
diverses valours do f{ x ) . Fn purlieu liot\ !r ?n 
somme de Fojer quelcom/tto no sttrpasso pas Ir n, 
mum de cette function . 

Revenons maiatenanl a 1 V‘c j ua I ion t •> j ; mull iplion 
et soustrayons-Ia (Id (’equation m. II \irnt 

I % ri ( t 

'„-/(»■) ~ I /(•<• i 

* un > 

Par consequent, si /admet Ic module dr nmtimiite u 


/ MU / \ 
1 , 


( 3 ) 


!/(•'■) 


/ -( F i 


MU t 


\ dt. 


Rom* former line majoranle dr rrltr integrate, parlay 
vail c (F integral ion on irois parlies t o, i i, i i , \j r \ 
majoranl dans eliaque interval!**, nous oluemms mini 
Fa pproximation 



et, cm majoranl da vantage ( n” (j, v* 


7C 



I 




* I.iji-N 




»•»» r * 


N 


I renant enfin N * i :«•>(- ), nous ohfemm^ rummr I 
rieuia^ de (’approximation 


'/ ■ i >(d)|- 

Sl/csl oontimic, expn-ssi,,,, wms 
vers t’inHni, el nous iU ous ol.tenu I., . I.- t , i »„ 
lliromm; II de WeleiMrass. 

,ja l,oni(! (l<: tjtli pr, ■ , ,-,|r |.t 1‘M'ntr 

L’approx)in;i|ioi» t;sl plus iiitrivss.ml,' . ■,„,s„ln rt <1, 
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ii f verifie une condition de Lipschitz d’ordre donne a 


Ians ee cas, une eonslante M qui depend de f el salis- 
lilion 

to(o) ^ M. o a . 

3) nous donne, dans oe cas, 


I/O) — <j n | : 



dt. 


lie in terrain ex isle et a une valour purement uurae- 
pouvons enoneer le tlxeoreme suivant, qui est du a 

1 o : 

fait a la condition de Lipschitz d'ordre a : 


co ( o ) M o a ( o a < i ) , 


I/O) - | 


AM' 


e const ante nu/neru/ue </ui peat etre assignee une 
ales (/Hand a est donne. 

>ssion d’une somme trigonometrique finie au moyen 
imes de Fej4r. — Soil T (.'/?) une expression Iri^ono- 
rdre n . I )esignons ses sommes de Fourier par «s* () , s { , . . . , 
sommes de Fejer par T|, t ; 1 , .... Less sommes 

;■ deviennenl ideni iques a T des quo Pimlico /»’ esl n. 


r >)^n i f> r - l ■ < M> H •*! ' I - . . . h Sfi -l) -H ( Sfi H-. . . • h s n \p~t) 

( n -+-/>)"« \. p ■ nz„ pT 

m T d’ordre n s’exprime par la formule suivante : 

( // -+• p )r; n , p — n z n 

1 ■ — — * 


P 


Nous allons faire nne aj>[>I i<‘al ion do ees lortnulos. 

Tl. Nouvelle borne inferieuro do la moillouro 
tionf 1 ). — Gonsiderons une Amotion /t.n et une 
trigonomdlriquc approehoo d’ordro n , I (,.**). Design 
precedemment, par S/ t - et 07, les mhiiiuis do liMiridr 
relatives a J\ par s k el ta- les sommi's analogues vc\ 
par p ^approximation Iburnie par \\ H proposons non 
une borne inferieure do p. 

Nous avons, par definition, 

1/ T >• 

Observons que la somme do Kejdr d une diflbronoo 
re nee des sommes do Kejdr, et applbpions la propridh 
tale des sommes do Kejdr { ii° 2#>). I, os sommes do Kejd 
soul, a vce /’ — T, do modulo p; par rnnsequrnl„ 

| Gn ~/i j . p« { » /» *•* it t /* 

Nous avons done, sauf uno erreur . p, 

I ./ 1 “* tt 7 n * * n t /» t /%• 

Suhsliluons res valours dans la relation du numrrn pn 

, P 1 ft \ p ■ /» //’.#, 

1 /■ 

Ferreur tolalo sera inferieurea 

n p a > /* 

/' ■’ 

« 1 n * /» 

j / 

: v ' 


p »• 


i ^ t /n p 


cl, par consequent, nous avons 
(n » p 


/- 


/' 


(*) I)K la VALI.KK Poussin, Complex readies de l' U tidemn 

ai mai 
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Revenons aux sommes de Fourier; il vient enfin 


S n “ t"~ S 




I 11 ^~ P ~ 

2 - — w. 

P 


Nous pouvons done enonecr la regie suivante : 

La meilleure approximation p dru/ie [auction f par ana 
expression trigonomelri.que ddordre. n Fest pas inferieure au 

quotient par a — j ~ <{<■ l' approximation obtenuc , quand on 

prend coniine va/ear appreciate de f la moyenne arithmetique 
de p sommes de Fourier consecutions a partir de S„. En par- 
ticidier (si /> = /*), elle nest pas inferieure au quart de celle 
qui est fournie par la moyenne de n sommes de Fourier conse- 
cutives d partir de S /2 . 

Cello regie pent se simplifier dans ties eas parliculiers. 
Designous par Porreur f — S //? el par 

A a ttfc <'.os /c x -i- !)[, sin k x 

le lenne general de la serie de Fourier do f. L’errenr relative a la 
moyenne est rerrem* moyenne, a savoir (si />=: n) 

1^// I l^i 1 1 ! ••• t i A /; i i - r- •>. A„ 1 2 ■ 1 • • • . - i - n A 2 « ,, 


et le maximum absolu de retie erreur esl (’approximation fournie 
par la moyenne eons! deree. 

Supposons, pour preriser, que f s’exprime eu serie de Fourier 
convergcnle el <pir la valour de x qui maxime Ran dounc le meme 
signe (doiu* relui de R a/< ) a tons les tonnes \/ v qui soul (Pin- 
dices > //. Alors le maximum de Perreur moyenne surpasse <‘d u i 
de | R a// | el nous avons la W‘gle suivante : 

Si f est dtWcloppable en serie tie Fourier cancer pen te, et qua 
la valeur de x qui maxime IU /2 donne le memo signe a Lous les 
termes de eette serie (V indices >/z, fa meilleure approxi- 
mation pde f(x) par tine expression trigonomet rique d'ordren 
ne sera pas inferieure au quart de celle fournie par la somme 
de Fourier d'ordre double , \\n. 





3 <> 

28. Ordre de la meilleure approximation do | sin 
de Bernstein. - Cette foueliou est pain- <-l de peri 
de Fourier ne conlienl. (loin- <pu- dcs cosnnis <l<- n 
de x. On a done 


j sin x | 


a,/, 


V 

/ I 


I 


TZ , 


cos >lx 


r - ^ 

/ | sin.r | 

COS’* /> .< 

- d.v j sj n .r cos 

A) 


(i 

r % 

1 [silHI-i 


! sin I I > /» » r | */,/• 

'() 





i 


Tons les tonnes sont maximds ot ne$;nt its t satii n 0 i 
valeur x = o, ot la dorniere rd»lo s ’applique. 

La meilleure approximation do | sin ./* | par in 
d’onlro n est inforieuro a 






\ r oi s i 

/ 

r // 


mais olio osl suporiouro a 

1 n 

Y max K'mi 
*1 


i 


•# “ i •» // 


t * 


La meilleure approximation do | sin ,/ j ost dour d 
qttand // loud vers Li nlini. 

La fonetion |ros.'/’| so ramonea la prdrddente par 

do x on ,/* 4- j ; olio admot dour la memo approxima 

(/approximation do | .r | on sdrio dr puhnomrs d, 
( — i , •+• i) revient a la prrerdento par la sulistitut 
Nous pouvons done ennneer Ie theoremr sonant, qu 
a ohtenu par dos met bodes tout autres ; htt metlh 
tnation de | x | par tin polyimme t/'nrtirr n tUtt 

(— i, 4- i) est de V ordre tie d tjtatnd n tend errs 
question, quo j’ai poser on njn.H, a jour uu idle imj 
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devcloppement de la theorie. La solution nouvelle que je viens 
d’en donner est la plus simple. 

M. Bernstein a demon tre le tlieoreme precedent par deux me- 
thodes diflerenles dans son Memoire Su/ m Pordre cle la meilleure 
approximation des f auctions continues (1912) ('). II a beau- 
coup precise les resultals dans tin autre Memoire Sur la meilleure 
approximation de | x | pai' des polynomes de de.gr es don nes 
( 1 9 1 3 ) (-). Dans eelui-ei, il demonlre que la valeur asymptolique 

dc la meilleure approximation est la forme ~ 011 A est line cons tan le 

que Ton salt caleuler an degre d’exactitude que Ton vent. Nous 
renveiTons pour cela an Memoire do M. Bernstein. 


29 ; Derives des sommes de Fejer. — Cotmne la derivee (Pune 
somme de Fourier est la somnin de Fourier de la derivee, de 
memo la derivee d une somme do Fejer, de f(x) est la somme 
de Fejer do f(x) supposee existante el. bornee. Dont 1 , en tan l 
<pC expression in finimen t upprockee pour n 00, la so/n/ne de 
hejer est derivable a us si longtem/m que les derivees success ices 
de f(x) admeUenl re mode de representation , done aussi 
long temps que ces derivees son l contijiu.es. 

L’etude de la derivation des sommes de Fejer conduit a des 
resultals inlcressants. Nous allous dabord exprimer <r' n sous forme 

d’mtegrale delude. Changeons t on t — ~ dans I’cxprcssiou deli- 
nilive do rs a par uno integrate donnee an n° 24 ; il vie.nl 



Or, 


si Ton derive uno function de t — 


n x 

on a 


lb 


n 

*>, 


i)/; 


p) Me/noires public's par ta classe des Sciences de /’ Academic royale de 
Belgique , 2” scrie, l. IV, 

( 3 ) Acta Mathematical t. . 37 , i;>i 3 . 



l.ti/t 111 


:58 


il vienl clone, par la regie <le Leilmi/., 




sin ^ / • 


v J 


. * it) f | \ 

■U/W" 

kfji'' )' J “ 

el, cn observant ([tie la <ierivee d one Innelmu pair** 

.1 V)H : 

• «. « i, ' 


Designons par A I oscillation do / ( a i, 

theorem e de la moyrnnr. 


:*;,l “ /’ /a "' 

cn designant par / la constanle muueriquo 
/ 1 

7 - * \> ' • 1 


♦//. 


Celle constanle / est inferirure a *• Kn olVet, 
quand / varie de o a tc et sa derive** osi no^utiv* 
ai Hours 


I) : 


&Y 


\ t ) 


sin » / i 

/ J / * 


par consequent, 


c(‘ qui <*sl •• De 14, lc thcoreme sniv ant ; 


Si f (x) a pour oscillation A, la timer** do 
Fcjer </Urlcon(jW\ -J,/, (It* fix') est tie moduli * /, 

constanle numeru/ur - • 


Ceei conduit 4 un autre* resultat intdressaut . 
expression trigonom cinque d'ordre n. Ilepremms 



Supposons (pie T soil de module =• L, done d’oscillation 
et appliquons le lluSoreme precedent. INous voyons que t' et t' 
soul respeclivemenl <le modules ^ /, In L el 2 InL. Done: ~Siune 
expression (rigonomatrit/ua cVordre n <sst da module < L, sa 
derivea cst. de module < hn L, oil h asl una constants nume- 
rique. 

Toulofois co proctkle do raisonnement conduit a tine valeur de h 
trop eleven . I jo (aclour h pout etre abaisse a 1. C’est la im tbeo- 
re me lr<is remarquable ot Ires important, mais il se rattache a des 
considerations d’ordre algebrique. Nous aliens le demontrer. 


){(). Theorem©- ( 1 ). • — Soil T(#) unc expression trigono- 
metric/ tte (Tonin' n . Si le module de T ne surpasse pas L, celui 
de sa tie rivet* r J 7 ne surpasse pas n\j. 

Nous allons elablir irois propositions prdliminaires : 

i° line expression trigonometrique cTordre ^/i, T(#), ne 
pent pas avoir plus de 1 >.n rarities non equivalentes , et Til y a 
des ractnes multiples , riles cample ill pour autant de racines 
simples t/tCily a (V unites dans lent * ordre. 

Gonsidtb'ons la substitution 

t. 


Kilo fait correspondre a unc mdme valour de t vine infinite de 
valours de x qui dillerenl (Tun multiple do la periode 27c et sont 
dites eqtiivalentes . Deux valours de x qui (correspondent a 
deux valours dilltirenles tie t ne satisfont pas a eette condition et 
sont non (U/uivalentes. Soil 

n 

T • V a,eos k x ^ s i n k x ; 

0 


(*) C. dk la Vallkk Poussin, Comptes rendu s de V Academic des Sciences y 
»7 mai i<)i8. 



on a ura ? par la substitution preeedente. 



0 


ou l\/i est un polynome do depv >n. < )r ies rarines <1 
donnees, aver Jcur ordre do nmltiplieile, par eelb 
no me P 2 „(/), <■« qiii justilio la proposition. 

a « ,SV la derived dr 1’ udtnct Ir me me module nu 
(/ue la derived dr In junction 

a L sin t n.e i ( i ), 

ou \j est. une constantc donat'd rf (4 urn* const un (r 
on prat rhoisir (1 dr maniere t/ue la difference 
derivees ait une ranine double. 

Soil. £ uu point ou | r l f | atteiut mhi maximum//!,; 
point, (jui est un extreme de \ , 

T'( ; I H I M T' < ; I O. 

Deienninnns (I par la rnuditiun quo eos(//; I (*i 
le si pie de nous aurons 

s' (l ) n l. T< ; t, a "t \ i o. 

Alors <* csl line raeine double de s ■■ l , ear mi a 

s ' ( ; j — T't ; 1 . .. o, .v w i l > V * ’ 1 «», 

3° Si le module maximum 1. de 1 ne surpt 
s 1 — 7 V udmet an moins *> n rarities disfinefes et 1 
lentes. 

Soil d’abord 1 J-. I Alors s donne son si^ue tl \- A <li f! 
aux 'Mi points non equivalents ou s L. Soil 

(0 - r i , av, . , , . j'i , “ 

la suite de \>.n 1 de ees points emhrassant une pm u 

renee A’—— 1 est de sipie alterm* pour eette suite de po 
‘Mi racines distinet.es au moins, une dans ehaque 
deux poinls conseeulifs .r* , 4 , . Mats, ent re deux raei 


1 / Lii r • 


il y en a unc au moins de s'— T', ce qui fait a« racines distinctes de 
celle derivee, qui, n’embrassant pas la periode entierc, sont non 
equivalent es. 

Soil, en second lieu, l/=s L. Donnons-nous un infiniment petit 
posit! f e el considerons la difference 

* -(i — e)T. 

(Homme dans Ie oas precedent, celle fonction aclmet 211 racines 
non equivalenles, qui s’inlercalen t enlre les lermes de la suite (1). 
Ccs racines formenl line nouvclle suite 

(>) £1, £21 *..i b, •••> £2 «, (ar/.< ?/,<a:/ t . + i). 

Mais ces racines dependent maintenant de e et deux racines con- 
seeulives peuvenl elre inlinimenl voisines. Si Tintervalle (£*, £/r +i ) 
nest pas inlinimenl petit, el ^/ l+i sont, a la limite (pour s = o), 
deux racines distinctes de s - T (independanl de s) el., enlre elles, 
il y a unc raeinc au moins v\/ t de s r — T 7 a distance finie de 
el q/ t -. + i . D’aulre pari, si I inlervalle (£*, qk+\) est infiniment petit 
el sc eonfond, par consequent, avee le point x/ <+ 1, la racine inter- 
mediairc de s' -T' est 7 p,~ %i- Mais les deux intervalles (£*_, , £*) 
el (£/,-4 1, ^42)1 <‘onli^us au precedent, sent finis, car ds conliennent 
rcspcelivcmcnl X/ ( , cl Xk + , , el r fj { <;st isole des deux racines voi- 
sines v ( k ... 1 cl a-h par la conclusion oblenuc dans la premiere hypo- 
thec. Done, a cliaquc inlervalle (lini on non) de deux £/ f conse- 
eutifs, correspond unc rncinc distinctc de s 1 — T' el la conclusion 
sur le nomhre de ccs racines subsistc. 

II csl mainlcnanl facile de demontrer le theoreme suivanl, dont 
cclui du debut, esl la consequence immediate : 

Tiikokkmu. — Sort T(;/;) fine expression trigonometrique 
entierc dont le module no surpasse pas L, si le module de sa 
derivee at lei tit ft L, T(.r) est de la for trie 

s I, sin( n:r G) 

on him d'ordre >- n . 

Supposons (Tabord que | r I v j depasse n L. Delerminons la cons- 
lanlc G eomme dans la demonstration dc (:>.°) et cboisissons une 
eonslanle A -< 1 de manierc que JXT'| ail pour maximum /iL. Adors 
|XT| a son maximum < L, done s' — XT' a 2/1 racines distinctes 
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(3°) et une racine double («°), dour v.n M ra<dn 
Cette expression (el, par consequent, 1 ) <‘st <1 ordre 
Supposons que j T ; | ait pour maximum n\*. Dans 
a 2/1 + 1 racines (coniine dans le oas precedent), v. 
identiquement nulle. l)on<‘ Test identiqne a .v* on biei 

Remarque. — be iheoreme precedent a etc < 
M. S. Bernstein, pour les functions I qui sunt />< 
raisonnement d 'ordre analytique ( 1 ). Le menu’ aut< 
pour Je cas general, saul 1 'introduction supcrllue d 
mais la demonstration qidil en donne est sujette a c 
Le tbeoreme precedent s'applique, dr pmche rn 
dtirivee d’ordre queleonque. On obtient ainsi lent 

Tiii^oummm. — Si fc nuxlule </' tnie ej'jin'sstan tri^ 
fVordre n ne a ur passe pus L, cel ui tie sa tlerteee 
stir passe pas n k L. 


(t) Stir l' ordre. data mtilletire approximation ties j'ottc.tum'i 
M. Bernstein etcml le theoreme au\ fonetions impaired par himii 
cellc assimilation que porlc la critique que noun furmuinns * « i „ 


CHAP IT RE III. 


MKT1I0DE GKNERALK PHOPRE A ABAISSER LA BORNE 
PRfalfeDEMMENT ASSIGNEE A L’ APPROXIMATION. 


La borne assignee a {'approximation par les somrnes de Fourier 
comporlc, dans In eas general, mi (acinar lo gn, que I’on pent se pro- 
poser de faint disparaltre. Les somrnes de Fejdr ne le pennellent 
pas. Elies ne presen lent d'ailleurs (Pavantage sur eelles de Fourier 
(jue poor les (unctions non derivable*. Nous somrnes ainsi amenes 
a inlroduire des inle<>rales analogues a eelle de Fejer, inais plus 
rapidemenl convcrgculcs. (Ic sont les fonctions Y r (x, /?.), que 
nous alio ns definir. 

Toutefois, avanl d’allcr plus loin, il convienl de rappeler que les 
premiers resullats analogies a ceux que nous aliens etablir, ontete 
obtenus par ML I). Jackson dans sa These inaugurate ('). M. Jackson 
trail, e pour coinmcnccr la representation par polynomcs et en 
(led nil a pres coup l<*s ibeoremes relalifs a la representation trigo- 
nomelrique. (Pest la nxaiT.be inverse (jue nous adoptons ici. Nous 
preciserons tin pen les conclusions tout en eonservanl, aux ealculs 
une apparence moins rebarbalive. 


III. Definition de F,*(yN /*). Soil J'(.r) une function continue 
de periode *>t:. I )onnoas-nous deux entiers positifs ret// et posons 


(0 




*ir 

(It, 


( 1 ) t tetter die Genauigkeit der Anndhcritrig ste tiger Funktiomn durch garize 
rationale Funh/ionen. etc. liniv, Buchrirurkcrci, Ooltingen, uj ir 
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La fonction F,.( .r, //) pent etre consideree connue uno g 
lion de Pinlegrale de Fejer a laquelle el I <t se reduil si r 
Nous allons .demontrer le llieorenie suivant : 

IJ expression F r (#, n) est tine expression trigom* 
an x (V or dr a <Cr/i. 

Cliangeons t en nt, F r deviant, a un fa (‘lent* constant 
r x . /sin //A 2 '* , 


Gomme f{x -b 2t) sin -'’ nt admel la periode re, cello in 
decompose dans la somme 


4 - oo 

V 


s> 


;r -1- y / ) 

k 7C 


sin nt 

i 4- k ~ 


dt 


• I ) 


7 / /(a*n- y/)sin l '*rt/ H’' 1 ~ 

• « ' A 


siu 2 / 




M'ais sin- r /?7. I ) 2r - sin / est unc expression Irigon 
entiere; el I e est d’ordre :>.(/’// — i), car le premier fs 
d’ordre o.rn et le second d’ordre y; dc plus, elle est | 
periode it, done die no contient <[uc dcs cosinus dc 
pairs de L lin definitive, F,. s : exprime lineairemenl 
(I’integrales du type general 


r* i r m 

/ / ( r " i y t ) cosy kt (it — *-* / U ) cos A i // ■ 

* o * o 


a * ) n 


oil l\ rn -i, cl. <pii soul des expressions trignnometri 

d’ordre rn , 


32. Emploi de la fonction. particuli&re *A(.r, /A. - 
oil /• r-:= 2 csl le premier qui se presente apres eelui d<* 
de Fejdr (/• = i). Celle etude conduit a des resultats ini 
Calculous d’ahord t f y ) . On a, par le precede de tram 
employe plus haul, et par une integration par parties por 
derivee, 


j" 


Ain* 


dt : 


:> ! , 


sin^D* -r~ dt : 
sin x t 


done 'r(a) : 


K 2 (.r, /*) : 



[/expression l^o (.-r", // ) esl irigonomclrique en x d’onlre n — i. 
Ouand n lend vers Tinlini, elle tend, commc I’iulegrale F, de 
Fejer, vers f(x) stipposee continue. Maison pent abaisser la borne 
assignee a [’approximation. (Vest bobjet du ibeoreme suivanl : 


33. Th^or^me I (■ ). — Sif(x) de per lode utz ad met le module 
de con tin uite F a (.r, n ) represents, f (^x) acec une approxi- 

mation 

P A (•> ( 


ou A eat tine eons tun le numeritpte -< 3. 
Nous avons, en ellel, 


cl, en u ti lisa n l la propriele v.° <lu n° (>, 


par consequent , 


'(}, )~j >(lf!)'<//.-< A«(i) 


cn posant 


s i , / »»i U\ 

■ i./ 1 u ('7 j 


r (> /‘“’sin 4 / 


. (> r ’ sin 4 . , 

dt • 1 *+- - / dt. 

7 C . /„ /•' 


Rnliu, <:u utilisant tonjours 1<; nx'nx! mode <l<: transformation, non: 
avons 




’ ^ ! si n 3 / 


/* 


dt 


1 I 

* 


71 sin 3 / 


sin J / 


rf/ ^ i, 


( l ) c/. Dunham Jackson. Dissertation inaugurate. Sat/ VIII (p. 4 ,v 0- 


3-4. Theorem© II. — - Si /(./* ) de perwdt* ~ adnu 
continue et de module do conhnutte <*>,ton I'^i 
sente f(x) avec une approximation 

>(h) 


(•>1 1 


oil A est une constitute muneruiue 


LY;q nation an ilobnt tie la demonstration | me 
sYerire 


<’-/■= k.C\4 j i » ! ) ' / (/ r " f 

Mais on a 

HUH • v) -m 1 1 •" 


r.l 


, 

~ (I)* 

a \ n 


<«»t I 


( \t \ t )<// 

par consequent, par le throivmr dr la nuiuintr, 


/ a » /•: 




( v / 1 « /l 


/ MU / * 

( V ' v 


on posanl 

A — ~ jf / — ) <// ■- I sax’* lift » 

La derniere inte^rafe avant «•!«• evalurr dans la ( 
prcccdcnle, il vienl 

■'■If'-) !• 


Lc proctfdc lie sYtciid pas an cas im / i ./■ t .idiurl 
d’ordrc plus-eleve- L’emploi d’um- acute iiu<‘-i;r;tle K, 


METHODE PROPRE A ABAISSER LA BORNE ASSIGNEE A ^APPROXIMATION. 4"" 

mais il faut en combiner plusieurs entre elles. Dans cette combi- 
naison, nous utiliserons un systeme d’equations lineaires que nous 
allons d’abord discuter. 


3S. Snr un systeme lineaire. — Soient jo 0 , p u . p x des 
nombres donnes tous difterents, et a 0 , a,, a x des inconnues a 
determiner par le systeme de >. i equations lineaires 


(0 


a 0 -r- 



CL\ -T- Cl\ =x I , 



( jj. — 1 , 2, . • . , A). 


Ce systeme est Lien determine, car son determinant A a pour 
valeur 




oil le prod ait II s’etend a toutes les differences dans lesquelles 
on a i^> kyO. La valeur de a 0 sera 


a 0 = 


A 0 


oil A 0 est le determinant qui se deduit de A en y remplacanl et 
ses puissances par o, de sorte que 

a 0 = — l — TT 

PiPt-.-P\ \pi puj 

i>/c>0 

Ilvientainsi 


i i 



et les valeurs de a 2 , . . . se deduisent de celle de a 0 par des 
permutations d’indices. 

Nous aurons a utiliser le leiiime suivant : 

SipoiPM • ••> pi sont ( dans un or dre arbitraire) les puis- 
sances i, p,.p- 7 - dhin meme nombre entier /?>4 7 l es 

valeurs des inconnues a 0 , a K , . .. sont toutes de module < 2 . 



11 suffit dc prouver cola pour a 0 (la numrroialio 
etant arbilraire). Dans (’expression finale dr a (t% |<*s 

••• sont des puissances dr /> clout I'expo.sant v 

negatif, mais non mil. Les faeleurs du denominate 
diflerents dezero, eeux on eel. exposanl rsl positifsoi 
les a ulres ligu rent, dans 1c produil in /ini 


?)(-?)(■ 


On a, par consequent 



P < 


P 


/>" * 


l«o|" 


P P* 
P~ l P“ * 



Cel exposanl est egal a 




-J-|. , 1 ... 

P — 1 1. p ii p' \p' i 
i / t i 

V I ( 1 ' ) 


el, par consequent, 


/> 4 
| Mil | C'/’ 11 


1 /’ 


30. TWor&me 111. ■ Si fur, dr prrindr ,, n p 

deriefi.e d'ordn * r, inlrpratde rt dr module . \1 

dejinir it nr expression tripo„nmrfr Ti.m, 


° ,5t ' K est U - l ,las grtUnl rutin- rontrnu .Ians ' 1 

sente f(x) aver. it/ir approximation 


•> « r * 


M, 


0,1 +(r) dr pend dr r sea! rt prut rtrr assipnr ,, 

Delerinuions tin sysicim* dc a j ( cmM.iutivs 
les equations (i) du numcro pcW-dcnt mi ,,, 
puissances successives dc J, dis l <IfI d.diu 
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pm ale 

A 

T ^ a k F a+2 ( x , 2 k n). 

/r = 0 

ordre />z de T est celui de Fx +2 (^, 2 k n), c’est-a-dire 

( ^ -4- 2 ) 2 A 71 — I , 

ui est conforme a Fenonce. II reste a prouver que T donne 
►roxirnationp assignee. Posons, en abrege, 

?(0 = 

/.• = 0 

onstantes a* ont ete determinees par les conditions 

?(°) =/(*)> o' 2 ' ! '(o) = o, (jt = i, 2 . X), 

reviennent respeclivement aux A + i equations lineaires (t) 
nraero precedent. Nous avons maintenant 


t W = ,7T W >( l ) (*')*“ 


o m me cp ( 0 )=./’( a? ) , 


■()v + '2),y 




osanl, pour abreger, 

F ( / ) = cp*( t ) -4- <p ( — - $ ) — 2 CD ( o }.. 

ous aliens evaluer b; maximum p de |T — /j par le theoreme 
. moyenne. Remarquons queFet loutes ses deriveesd’ordre < r 
mlentpour t = o, celles (Ford re impair parce cjue F est paire, 
dies (Fordre pair par les equations ( 2 ). 11 vient done, par la 
lule de Taylor, 




v. p. 


4 


r )() CIIAPITUK III. 

Or la formule prdccclente. inonl.ro quo ma\.|I <l/) | i 
2 max. | <p (r) | ; d cnc 5 l (;s I (1 f < I < ’ lan * ’ - 

i'”i • 


k 0 


v( l - 


KM /• |* 

/• ! V /* 


Substituons cello majoranlc <Ians la formule ( .! i 

s ■¥>:?... f f-, U 
‘ ' ■ «'• r! tia ! •*).', V ' ' 

Cette formule prouve le lltcoremj'. On pent laire 
.>/' H / % ' . mu/ \ '♦ 

/'.I 


Celle integral© oxisle, ear ».A 1 J /* } dsireslim; 
si /• csl pair. 

Observons encore quo Ton a 


r 1 /sin/ V 3 . /’ ’ f mu / 1 . 

c (a.-,-,,: (—) ^ •>,/ '(Tnij;/ * 

TE 

• | « *1 

/•' . , , I /* » u r 1 I j 

•j. I ( sin f) ri * tit '* • / 

,/ 0 i /* { m / o, 


i m 


! / / 


Nous en concluons, /* pouvant etrr suppose . *, 


, I /* • j M /* 1 ' 

“ Or • tee . , 


Done »{/(/•) dceroil rupidomenl quaml /■ aopnentr . 

Le theorem© III pent thro present© sous one 1< 
mieux saisir la porter. C e sera Pobjct du theordiue 


37. Theorem© III bis. — .S7/i ,r ? mime? ttt*e tie 


METHODS PROPRE A ABAISSER LA BORNE ASSIGNEE A ^APPROXIMATION. 5 1 

integrate et de module < M,., alors, quel que soit tn entier et 
positif . , f(x) est susceptible d' une representation trigonome- 
trique d' or dr e 5 m avec une approximation 


p <<W(0 


M, 


oil i| est une fo net ion de r seul qii'on pent assignee a priori. 

Nous pouvons, en verlu du theoreme precedent, construire une 
expression T d’ordre < (X + 2) 2*n qui donne l’approximalion 

n \ n J m r 

IVenons pour in le plus grand entier qui verifie la condition 

(X -I- '■>. ) n < m ; 


nous au rons 


//? < ( X 1- ?, ) '?}' (n- hi), (To it n ~~ ^ ( X + 2) 2X+-1 , 

IVl 

P ^ ( /' ) ( X *>. 1 ) — L’ 

<:e qui prouve le theoreme : on pent poser 

'M'O - 'H r )(X -+- -i) r y/ ( x +■! > . 

I) a pres (’approximation de oblenue a la fin du numero prece- 
dent, tjr, (V) augmonto Ires rapidement avec r. II serail utile de 
sa v<> i r* si oelte eroissanee de tient a la nature des cbo.ses ou si 
die est imputable a I’imperfeel ion du proeede d’approximation 
cm ployo. Mai s nous no traitorous pas cetle question. 


38 . Theorem© IV. — Si. f(x) adniet une derivec d'ordre r 
continue et de module de continuite co r (S), alors , quel que 
soit m entier positif, f(x) est susceptible d’ une representation 
trigonometrique (Cordre y in avec une approximation 



ou A 2 est une function de r seul qui peat etre assignee a priori. 
Ce theoreme so deduit du precedent, par le raisonnement gene- 
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ralisc de D. Jackson qui punnet tic passer du thcuivi 
reme IV dans la theorie dcs series de Idnmer. N.i 
aliqnote de a*. Nous savons <l*'<inii' one f.mrli.Hi 
aux conditions (n° 21) 

<•>,■( u I 

| fir) __ p(H| .»(,»,.< 0 1, | E r ' 1 I s * 

Ainsi /e si la somme de deux I'.melions / ■ K el 

s’applique le tlieoreme precedent, el qni suul >us< 
representation d’ordre . m aver lex appt oxiniatum 

•> (t) r ( 0 I , 

?!• i’"» ~T~' ? s 

Doiie/admel (’approximation ; v < i m r 

proposer, en faisanl o • ‘ • On a 

r ) : 'j * 1 * / * i I ’ll i r - t «. 

Cc tlieoreme donne, eonuue oas partirulier, 1 ** mii\; 

Thkohkmk ( 1 ). — Si fix t admet ttno drrn or cunt 
qui sal is fait a urn* condition do Ltpschtt*. d uni 
susceptible d'ttne representation tripomunet ruju 
avec tine approximation 

* at * ’ A ' 

oil M est une constitute par rapport a m . 

En diet, on a, dans ee eas i M, roast. ml , 

(»i i o i M | , 

On oblient done Tinr^alitr precedent** rn posaut 


( 1 ) Cf . I). Jackson, Dissertation inaugurate, ’■mi / \ I i ij 

considcrc toutefois <| ue la condition dr I,* |»hc* hit/ d «»t dir t. 


CHAPITRE IV. 

THEORIES RfeCtPROQUES. PROPRlfilfiS DIFFERENTIELLES 
QUE SUPPOSE UN ORDRE DONNE D’APPROXIMATION. 


Dans les Chapitres precedents, nous nous sommes donne les 
proprietes differentielles de f(x) et nous en avons ded nit la pos- 
sibilite d’un certain ordre d’approximalion. Nous aliens main- 
tenant traiter le probleme inverse. Nous supposerons que la fonc- 
lion f(x) de periode 2 ~ est representable avec une approximation 
d’un certain ordre et nous remonterons aux proprietes differen- 
tielles qui en resultent pour la fonction. 

Voici le theoreme fundamental : 


39. Theoreme I. — Designons par Q(x) une fonction de x 
non croissants , au moins a partir d 1 une valeur suffiscunment 
grande de x, et qui tend vers zero pour x = co. Alovs , si La 
fonction fix) de periode 2 t. pent etre representee , quel que 
soit /*, par une expression trigonometrique d' 1 ordre ^ n avec 
une approximation ' 


oil r est an entier nul ou positif; et si V integrate a limits 
infinie 



exists , j\x) posse.de une derives continue cV ordre r et cette 
derives ad met le module de continuity 



oil a et h sont des cons tantes conv enables par rapport d 3. 



Cl I A PITH K IV. 
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Dans le cas ou r = o, o)( o ) dcsi^ne In nun/u/r < 
de j\x) lui-mcmc. 

Sous les conditions du llieorrmr, / ( .r ) prut rtn 
une serie depressions Iri^onometriques u n 

f(x) = U x h U>> \ . • . t! „ .... 

donl le tonne {/„ (qui pent rtre imi i est dd.nlre 
vesle 

: ' n, ( | j ! tiff , * } , . , 

salisfail a la eondiliou 



Donnons-nous mi entiet’f/ *1 id quo ih .r i suit 
pour .?,•;> a. II suflil de prouver que la deri \ tr (Turd 

K/, 

cxislc el udinet. un module de eonthmile (.> > o < qi 
inegalite de la forme (:>. j. Kn diet, il est ej.ur qm 
de y — qui soul des expressions trdomune 
admellenl un moduli' de eontinuite veull.utt ret 
pourvu (pie U(.r) ue soil pas identiqurmeut nolle, ( 
pose evidomment. liaisons retie demons! t at imi . 
Posons 

lt|)l I i , 5 1 • , 

nous aurons 

I 5 „> 'ij '• . . . . ; ■ . 

Mai.s ftsl une ex pressiun iri^nnuiu'ti upir tl ui i It r 
dont lo module nr surpassc pas |,-s Imiuh s ,ism:;ihts 
P ar consequent, LI eiaul mm muss. mi. 



T II K 0 II K MES KKCIPROQUES. 

;sult,e de Ja premiere de ees deux inegalil.es que Ton a 



/,' -2 


eelle derivee esl continue, parce que la sene derive e ainsi 
ic os I. uniformement, eonvergenle. Nous allons, en eflet, 
<»r (|ue Ton pent. on (ormer line serie majorante convergente. 
■Sidei oiis les tenues a partir de A' = ?jl — j — i j nous avons 


2 


/. ' (A 


max. | cp/f 1 


l-M-1 

,1 V a((,k) 

Jm* a h ' a — I 

\L + i 


tf r '' 1 ^ 12C a k ) 

a - i jLJl (t k 
\i. v \ 


( a k — a k ~ v ) 


* « r " r 00 ui-n dr 

(t 1 , / j* X 


la serie majorante norite sur la premiere ligne 

ivergente. 

‘tdons maintenant le module de eontinuite de cclle derivee. 
A x im aeeroissement de ,r d<‘ module -< o el AR rt a, Acp* les 
■isomenls correspomlatits des functions. Nous avons 


H* 

A ^ Ao P. 

A 3 /, Ji.-ll 

)li(|uons le theoreme des accroissements Unis a la premiere 
\ Nous avons 

[j, oo 

t o j <$ 'V' in a \ . 1 o { /- * n | -h ‘J. max . 1 o'A | . 

jtmmJ jtmmi 1 ' 

A 2 (J.-M 


s a\ons deja ohtenu pour la seconder somme une integrate 


56 


CHMMTHK IV. 


niorantc. Faisons la memo elioso |"Hir la [>i <>i 


major 


^ max.|o/ t ' 


* i M . ■ .) ft*' * il i ut^ 1 

Jmmi 

II 

■> tC '■ x'' , , 

■ - > iU ft ' 1 1 ft •* < 

jmd 

n * * r 

/ Ui .#• u/.r, 

l . ! 


t l 

/ 1 5 


’» ft 
f/ 


Subslitnons (Ians la Immo do mt'<> les dou\ 
ninl.es; il vienl 

(0(0). 0 -“7 / i’- 1 


* 4/ * i 

/ 

O t / > 

Clioisissons lYnticr o < j u I vrrilir Ic** > ml it i * n» ^ 

i * t 

(ti 1 1 ^ ft’*, linn tt’* ; 


il vionl. 


-v v.tt l 1 * 

(0 (01 . 

a i 


* / Y i »■ 


co qui <rst equivalent a la furmule do 1 rinmir, 


•iO. Tli^or&me II. • - *S7, #v/ />///.« //r*v candttt 
precedent, on pent assignee tine ean\(ttnie / 
fonction ) suit non dert*d ntr *t pur, 

determiner a de ,/\ a tars f ' » ./* » at! met te mud 


A /’ 


it* ,r < 


o/> k f est nne constitute par ntppm t a n. 

11 laul demonlrer quil sul’lit dr nmsn vci lr * 
formula (:>.) el, |>our eela, < j ui* re second f nun 
incut petit par rapport au prow or. 1 ’mu s r 


THEOREMES RECIPROQUES. 5~ 

verifier que le quotient cle ces deux termes 

r" dx I. r ax 

J x — / H(x)dx 

ne tend pas vers z£ro pour a: — oo. 

C’est la consequence du tlieoreme de la moyenne. On en con- 
cl 11 1, x a il (;/•*) etant non deeroissant, 

r r' M ’ t /•«* 

— / 12 ( a? ) cfo? = — / .r a 12 ( .r ) — 1 

‘ r <7 *J a J sr* 

(u sp ) a 1 1( a x ) ( a x ) 1 ” a a 12 ( a x ) 


Done LI(.t) etanl non croissant el a > 1 7 le quotient de ces deux 

. . i — a 
termes os l > — — 
a a 

Nous eonsidererons d’ahord une application particulicre du 
tlieoreme precedent, qui fail apparailrc sous une forme singulie- 
roment precise la dcpendance reciproque qui cxiste entre 1 ? ap- 
prox i ma l i on et. les propricl£.s d i Horen lie lies de la function. 


41. Th6or&me III. — Si fix) ad/net une derives continue 
(Vordre r qrti sa t is fa it a une condition de Lip sc hit z d 7 ordre a 
(o < a i , li mites ex clues ), alors , quel que soit //, /( x ) est 
susceptible (Pune representation triponometrique d } ordre J n , 
approximation 

P* ,^a ( M COliSt *)* 

Ilecipro((uernent , ,s7V r,s7 possible de satisfaire d celte condi- 
tion quel que soit n, f(x ) adrnet une derives continue d' ordre r 
satisfaisan t d une condition de Lipschitz < Vordre a ( <). 


( l ) M. Bernstein a se.ulement prouve que f verilie une condition d’ordre •< a. 
Sue fa meilteuro approximation dot functions continues ( n° H). Nous avons 
emmee 1c throWune sous sa forme precise dans une conference faite & la stance 
de la Socictc inatliematiqnc suissc, tenue a Kribour}* le w f \ fevricr i < ) r ^ . ( L'Ensei - 
garment niathematitjue , I. \\, i «> i j>. ■>:*,). 




No ns connaissons deja It* throrrmo direct ( n (> l\ 
(.Icmontrcr Ja rcciproqne. On a, |>a r li \ [»oi ln'*^<*, <| 


de sorte (|ue la fond ion 12 (.r) (ins lliriurmcs j »r< ; < 


Les coudilions dos llieomnes I el If soul \ t ; r i I mm* 

L’inle^nde j 12 (.r) existr rt ,r 7 U*'.r > csi *•»* a| 

decroissanL Done, on vrrlu du throrrmo precede 
drrivee continue d'ordre /*, qui admot Ir module de 


(II (01 /( ‘ 


dr h 


qui esl unc condition do I apM-hit/, d'onlrr /. 
i-c theornne j)r<*r<*d<*nt suppose essrut irlinurnt 
ses limit.es o el i. \ res limiter, la eorrespundattre 
|)i etise. On sen apereevra dans lew theoremes Mti\;i 


i‘2. Tli6or&me IV. ,S if rst pns\t/*/r % tjutf tjur m 
santer J (,r ) par unt* rj'prrssiun tri uotmmt't t'tt/u 
tn'cc tin a approximation 


on M et a son! des ronxluntrs juisiftWx. J, r , p,,^r 
d'ordn- r, lut/ueftr udmrt /<■ modulr dr n-nfintn 


M 


h «»uiM . * 


l.es conditions lies llicmrme- l ,-t ll -.ml ,m, ,, 
IJonc * en verl " (J '* tl‘<W<W II. / / i .niini'i one do 


THKOIUSMES REC IP ROQUES. 

d’ortlre r, laquello admel, le module de continuite 


w( 3 )g/f 


' r — 

J, x ( lc 


dx 


( logx ) 1 


/£ 

« 


I 



ce < { 1 1 i prouve le iheoreme. 

On s assure fucilcmcnt qua lout erilerium de convergence 
alisolue des integrities a j unites inlinies, on pent fa ire correspondre 
un llieoreme analogue aux precedents. On pent ainsi formuler un 
llieoreme correspondent a clincun des enieriums de convergence 

o 

dc Cauchy, bases sur la consideration des functions suecessives : 




a * 1 1 x( log.r ) l i « ’ .r log./.-( log log.r )H -« 9 

Los theoremes III el. IV correspondent aux deux premiers 
termes. 


M. H»e 8 cas cPexception au theorem© I. — Le llieoreme I suppose 
la convergence do I’integralo 

Cello condition esl essentielle pour quo I’on puisse affirmer 
I’exislenee cl la oonlimiilc dc la dei;ivde d’ordre /*. L'hypothese 
<j ih* il(j') lendc vers zero pour ,r oc ne suflit pas. Nous allons le 
monlrer par tin exemple Ires earaeleristique, dans le cas oil r = r. 

Soil il(;t ) uue function continue de ./• qui lend en decroissdnt 
vers zero (juand ./* lend vers I’mlini. Definissons f{x) par la scrie 
ahsolument el umfonnemrnl eonvergenle 

ii ( t ) . LUx ) . il(n) . 

fix i r~i st nx t * - sin xx i •. . .-! sin nx 

‘ i •>.* n ' 1 


Les n premiers termes donnent tine representation d’ordre n 
aver rapproximalion 


» 


it, i ' Lit n ) 


i 


{ft ! * 1 ) 3 


I 

( n |-zj a 


il(n) 

n 


(Test la eondilion envisagee dans le llieoreme 1 pour ;• = i . 
Nous allons monlrer que la continuity ou la non continuity de 



(jo 


ui.vri i 


la derlvee /'(%) dependent r.rcltist\ rniciit </<• /V 

, x (I ^ 

la non existence de j il(x) ^ * 

Rcmarquons <1 7 a I >or<! que I existence uu la non <*\ 
inlcgrale enlrainenl la convergence on la diverge 


positive 

(U 


<>{i) ( Urn 


LI t i 
n 


car, Q(.r) elanl deeroissant , retie scric cxi comprise 
homes 

r M . t/.c , /' * 

/ <>(.r) 1 l.’a I 1 / Ua a* * . ■ 

• A * r ‘ i 

Done, si Pinlegrale cxistc, auqucl can la serie nunc 
une derivec continue / 7 ( x), <|ui s exprime par la x< 


(«) 


, urn 

J i.r )-■■**• • p- nts.r 


paree que celte serin osl uniformcment roiiMT^ail 
Supposons mainlenaut I'integrale inlinir ct la 
gente. 

La d driver. /'(./•) exisle, es l continue et cxi d<m 
mule (:>.), said pom* les valetirx x o » mod. 1 n u 
reste uniformemenl coiner^ente dans I ^ intcrxall 
pas ei*s valours. (Vest la consequence d un lemme c : 
Les sommes purlielles 

eos/.e ? cum/* i im ,,, » »»*■>/.*• 


sont alors hornees, ear (‘lies soul de module uuuud 


( 3 ) 


V 

J—d 

>. A 



el cela culrainc la romu^uuT uniforme de la xrri 
les coefficients des (‘osinus \ont en derrnixx.iut . 

Mais si x tend vers zero, f\x \ augment e ind 
derivee est discontinue. Nous alhmx, m etl**t» 
serie(a) augmcnlc indefimment. A ret etlet. x*»it 


enlier conlenu dans ~ Partageons la serie ( 2 ) en deux parties 

X 00 

. XT' a (>') 

^ COS A T -+- — - — COS A X. 

• A = 1 X-+-1 

La premiere Lend manifesiement vers l’infini quand x tend 

vers zero, car tons les tenues' soul positifs et la serie V est 

Mad X 

infinie. Mais je clis que la seconde partie reste finie. Yppliquons 
de nouveau le lemme d’ Abel, en nous servant de la borne (3) que 
nous venons d’assigner aux sommes partielles de cosinus. La, 
seconde partie est de module moindre que * 


e ix — \ I 

Quand x lend vers zero, le dernier facteur a pour limite Funite et 
Fexpression entiere Lend vers zero avec le facteur Q ^ * bone 

la somme des deux parties de la serie (u) tend vers Finfini. 

Get exemple simple prouve combien est stricte la condition 
d’existenee de Fintegralc a limite infinie formulee dans le tlieo- 
'reine I. 

Le m£me exemple prouve aussi que l’exclusion du cas limite 
a = i est essenlielle dans Fenonce du theoreme 111. La condition 

. M . M ‘ , 
pn (M const.; 

iFontraine pas necessairement I’existenee d’unc condition de Lip- 
soli i I z d’ordre i pour la derivee d’ordre /*, ou pour la fonclion 
clle-mcmc, si /* = o (eomme dans l’exemple precedent). On a, 

dans cct exemple, p„ < ? et cependant/(.r) n’est pas lipsch.it- 

zienne puisque sa derivee n’est pas bornec. Toutefois, sous la 
condition p„ < M : n r+i , la derivee d’ordre r est continue et le 
theoreme suivant permet (Fen evaluer le module de continuile. . 

44. Th6or&me V. — S’il est possible , quel que soil n , de repre - 
senter f{x) par tine expression trigonomelrique d ordre <n 


9 

/ TZ \ \ 


\± 

e i\c _ , 

" V w 


f ‘ (> ghapitrb IV. 

avec une approximation 


TUKOUKMKS UKCHMIOQIIKS. 


pn < ~r iT 


( M const . i, 


alorsf(z) r*t* “« ' r "'" lr " ' ■ 

admet le module da contmuitr 

«(3)^A3|U.«?| t h const.). 

Jin effet, le iheomne 1, on il faul lain- 


iiU‘) 


assignc a w(3) la bor 


ne 


„ d;e p* <h' 


/* fi|| logo I i I | 


ce qni revient (snuf la valour do h i a 1» l’ m l"| M ''‘ 


En particular, .si I’on a, mmuw dans IV'omplo du 
proccdenl, 


M 

ft 


f(x) admet le module de continuity 

<*($) /i?| 1 mk^ 1. 


mats on no pent pas al'lirmor I'oxistonoo do la dornoi 



CHAPITRE V. 

APPROXIMATION PAR POLYNOMES ; 
REDUCTION A UNE APPROXIMATION TRIGONOMfiTRIQUE. 


45 . Polynomes trigonomdtriques. Reduction des deux modes 
d/approximation Pun a Pautre. — Comme nous le savons deja 
(n“ 5), ^approximation par polynomes revient a une approxima- 
tion irigoiiometrique. Tout interval le (a, b) se ramene a Pinter- 
valle ( — i, -+-i) par une substitution lineaire, il suffit done d’etu- 
(lier Papproximation par polynomes dans Pintervalle ( — i, -f-i). 
C’est ce (pie nous aliens faire. 

Soit f(%) une fonction continue dans cot intervalle. La substi- 
tution 

x = cos / 


iransforme j\x) en /(cos/) = <p(/), qui est une fonction paire et 
periodique de /. f /approximation trigonometrique de o(t) et celle 
de /(**;) par des polynomes sent deux, problcmes completement 
equivalents. Cette Equivalence est mise le plus simplement en 
evidence par Pemploi des polynomes trigonomelriques. 

L,e poly noma tri gonometrique de degre ' n est defini par la 
formule 

P,, (#) rn: cos//, arc cos a?. 

Cette formule definit eHectivement un polynome en x de 
degrd /i, car on a 

e nli e-nti (coat i sin t) ,L -\- (cos / / sin t) n # 

cos 71/ = ■ — — — = ’> 

X 1 

et, par la substitution 


cos / = x. 


(Toil 


/ = arc cos#, 
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i.l vient 


chapitre v. 


( X - 4 - \Jx-— I (x — \/x 1 2 — 

cos n arc cos x — — 

2 

Comme les radicaux se detruisent, celte expressic 
polynome en x de degre n . 

II est immediat que la substitution x = cost fai 
a tout polynome approche de f(x) dans l’interva 
une expression trigonometrique ap'prochee de /(< 
proque est egalement vraie. Supposons que nous 
pour /(cos t) une expression trigonometrique appro* 
ne contenant que des cosinus puisque /(cost ) e* 
a-dire que nous ayons, avec une certaine approxims 

/(cos t) = a 0 -t- ccj cos f + cossi t a, t c( 

nous aurons, avec la raeme approximation, 

f(x) = a 0 Hr «iPi(a?) -ha s P*(a?) 


46. Serie de polynome s trigonometriques. — No 

serie de polynomes trigonometriques de f(x) 1 
deduit de celle de Fourier de /(cos*) par la metho 
Le developpement de /(cos*) = ©(*) en serie de Ft 
forme 


on Ton a 


- a 0 a t cos t a 2 cos 2 1 -h . . . u n .cos at 


/ r u 

ct n — — I f (cost) cos nt dt. 


Le developpement de f(x) en serie de polynom 
triques dans l’intervalle ( — i, -h i), sera 

^ a 0 -h ^iPi(^) h- a 2 P 2 (^) *+*• • a,iP w (^) 4 

ou a /n exprime en fonction'de x , sera 

1 v/i — a?* 


47. Bornes inferieures assignables a la meilleure 

nflr nnlvrmmfis — 1 rl^irv rc.olpc rrnp nniK avnn« 
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consideration cles series de Fourier, et <jui assignenl. imc borne 
inferieure a la meilleure approximation trigonomcLrique, sc tra- 
(luisenl. on regies coLTcspoudanl.es relatives a la meilleure approxi- 
mation par polynomes dans I’inlervalle ( — i , hi). Voici d’abord 
l’enonce qui correspond a la premiere (n° {), (>°) : 

I. La meilleure approximation (V une fo notion continue 
/(./.’) par tin polynome de depre n darns V intercalle ( — i , + i) 
/rest pas inferieure a 



oil les ( t /( son.t les const antes de Fourier de /(cos/). 

L’enonce qui correspond a la scconde regie, o’esl-a-diro a cclle 
de bebesgue (n° 17), sera le suivanl : 

II. Si la sonirne de depre n des termes <lu develop pe.ment. 
de /(.r) en serie de poiynotnes tri ponometriijues don tie une 
approximation p /n la meilleure approximation de f(x) pair un 
polynome de depre n dans Fin terra/ le ( -i, |«i> n'est pas 

inferieure a 

Mo -// . ip 

oil \ et B sont deux nombres assipnes a priori. 

i8. Approximation obtenue par transformation de l'integralo de 
Fej6r g^ndralis^e K a h/\ // ) (ti" Bib Soil f(x\ imc fouetion 
continue dans Pintervalle ( i , I n. Formons ('expression F.^/, n) 
relative a /(cos/ ) ( n° 1W). Cette expression est un polynome 
en cos / et elle represente /( cos/ ) aver une approximation <ju i fait 
Fob j< k t du thloreine I < 1 1 1 n" Bit. Par la substitution cost * 
F ! >(/, n) sc transforme dans un polynome en x fournissant, 
pour/(.r), la mdme approximation. Soil tot o) le module de eon- 
tinuilc <le/(.r), eelui de/(cos/ ) ne Ini est pas sup< ; rieur, car cost 
varie moias vite quo t. Le theoreme I du n" BB sc transforms 
done dans eelui-ei : 

Thkohkmk I. Si fix) ad met le module de continuite a>($) 
dans r inter calle ( i , | i b le polynome approche de 


v. v. 



degre a ii — a trunsjorme de t • Jon nut 

mcition 

? 

o/>. A. <?.9£ w/i nonib re >>('). 

Supposons ensuite <|ue/( ,r ) ait one derivee nmii 
le module de eontinuile l‘ropos«m> nuus 

theorenie II (lu u° IH. N laul. an preamble ealruler 
eontinuile de 

I.) f( CO'-' t) J • *’OS / I Mil/ 

Si foil donut! a t nil aerroissement h de module 
men! de eelle derivee es(, 

— /'( Vos/ ) A sin t sun t h i \J , 

ou A esl la earaolerislitjue de raerndssemrnl dt 
Mais | A sin ^ j esl 3 el ]sim t . //p eM 1 : d«m 
precedent# et, par eou.sequeut, le module dr eoufinui 
sent inferieurs a 

oma\,] t /**| * (*»j ? . 

Supposons qu’on ait J *\ o ) <>. ( hi pent totijniu* 

eondiliou on retraneliant au prealahle de J\ ,r * It* 
premier de^re u'j \ <> ), ee < j u i ne change pa> le umm 
unite de la derivee. Dans <'i* 1 1 e* hvpothesi*, ou a, enh 

|/‘< a 1 1; . f»i| ' p 

et le modide de eontinuitr de D/t eosn e%\ mlenem 

<n **n ! 

Le theorenie II du n“ Hi conduit aiiiM an Mutant 

I HKOUKM K II. * Soft J\j') IWr fttfir/lnfi doll 
premiere ad met le module de eontunute *.i t el t < 
valle (*— i T on peat en de/intr an g*d\ mo 


( 1 ) Jackson a 1 1 Mini le j»n*mu‘t u» |*« * t \ f.i 

inalion (Dissertation irutugu rale. Sat/. V, j* i ,*%r ,< t*,,,-,-., 
rdme qu’il introduit la fonrlinn uU i ,, 
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d'ordre in — i(n > i) dormant une approximation 



ou A est un nombre <0:2. 

Pour aller plus loin et (brainier des theoremes concernant le 
cas ou la derivbe d’ordre r quelconque existe, il convient de 
chercher d’abord une borne de |D r /(cosf)|. 

49 . Borne de |D r /(cos*)|- — Le calcul de proche en proche 
met en evidence que 1 ’on a 

D'-/(cosi) =^/(.')(cos<)^, 

S= 1 

011 V s est an polynome de degre s en si nt et cos£, independant 
de f. Pour determiner P„ il est done permis de supposer / deve- 
loppable en serie de Taylor. Posons 

x = cos t, f{x) = F(*), k = cos h) — cos t \ 

il vient, par la forma le de Taylor, 

00 

F (* + h )=/(* + k) = 2/ W (^) J • 

0 

D erivons r fois par rapport a A, puis posons A = o. En observant 
que k s’annule avec A, il reste 

F ,rt (0 = 2 /W(aJ) JT tD)iA * ]te#; 

s — I 

d’oii, par comparaison avec la formule du debut, 

P,= [Df^] /i=0 . 

Cherchons maintenant une borne superieure de | P s \. A cet efFet^ 
remarqnons qu’on a 

k = cos(£ h) — cos/: = cos£(cosA — i) — sin* sin/?. 

Il s’ensuit que le ddveloppement de k suivant les puissances de A 



s’oblient en mulliplianl les tmncs du devrlnpprm 
respectivemenl par Pun des qunlre larteurs ros 
modules 71, el qu’on a, par consequent, memr poti 

(/ | e!*t l. 

Faisons decrire a // line cireonference <le rayon 
l’orjgine; nous aurons, pour h <», par la Inrun 
dassiquc do Cauchy, le maximum etant pris Mir la c 

[ DJi/* | h »< r! mav. ]/ * 1 r'.t r 1 » f . 

Subsliluons ces majoranles dans la formulr dr dm 
plus haul; il vicnl 

| !.)'•/( ros n | • r ! V [/ ■ »./■>! * 

» i 

Inlroduisons des hypotheses plus purtieulirres 
lion /(./•). Supposotis quo / ' mm suit dr module 
el -pi cl quo les drrivees <h‘s ordrrs umiudres s an 


ainsi <j 11c /(.r) pour ,r 

0. Nutts avails, duns rr 

\f 

M, r 

.rip 1 f i 

t 

par consequent, dans 

Pintrrvalir t 1 . n, 

!/<'•’(>•)! • ' m,., 1/' < 

, , M, 

t.r tj • . • , . * * 1 J ■ » 


Suhsliluanl de nouveau <'<* s lunjnruutcs, il viruf 

r 

| ]■)'•/( cos/) | M,. V ‘ — ir m, !• ,• 1 

1 s : t /• ,« 1 : 

A I 

Celle borne suppose que j\ t r i rt / * piemi 

s anuulenl pour ;e--*o T nuns on petit toujout ** traits 
d 1 lion en rolranehaul d<* J\j'i nit pul \ u» unr m 
degre /■ — 1, ee (pit ne change pas la demre d’«»r» 
c.onsequcnl, la valour de M r , Notts ulluns uulr-rr rr 
dans le numcro suivanl. 


d(). Approximation par les Eyries de polynomot 
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triques O). — En vertu du tlieoreme III da Chapitre II (n° 18 ), 
on pent assignor a priori deux constantes A et B, telles que 
si cp ( / ) do periode 2 7 cadmet une derivee d’ordre r de module <C M,-, 
[’approximation fournie par la somme de Fourier d’ordre n quel- 
eonque de o esl inferieure a 

M 

(A log /i -1- B) LZ. 

/ n ,. 


Si Pon suppose f u ' ] (x) de module < M r , il exisle 1111 tlieoreme 
eorrespomlanl stir la representation de ./*(#) en serie de polynomes 
trigonomelriques. Dans ce cas, (’approximation est la meme que 
cclle dt; /( t'.os / ) = o(/) en sdrie de Fourier; elle sera done donnee 
par la formule preeddenle, oii il faul seulement remplacer M r par 
uiui Borne superieure de | I)'’/(e<)s ) |. 

Considerons une somme d’ordre n^r — 1. Alors, pour calender 
eetie borne, nous pouvons admel tre que f et ses derivees jusqu’a 
Pordre /• 1 s’ammlent pour x — o, auquel cas eette borne 

esl M r e r . Cola esl permis, par<*.e que, si eette condition n'avaitpas 
lieu, on la realiserait en rctraiicltunl de f mi polynome conve- 
nn I > 1 <! P de degre /* — 1 . Or f — - P a meme derivee d’ordre r que/’ 
et, d'nutre part, le developpoment. en serie de polynomes trigo- 
nometriques de f s’ohtieut en ajoiilant P a cel ui de /— P. Done, 

pour tin ordre n * r -1, [’approximation d of est la meme quo 

cello, de f P. Nous nlitenons ainsi le tlieoreme suivanl : - 


r PiU'.<mi:MK III. - Sif(x) adniet , dans /’ interval la (— 1, + 0 , 
une derivee integntble et <!<* module < M r , la somme de deg re 
/#■./• — 1 de la serie de polynomes trigonomelriques de J\x) 
found t, da /is vet intervaUe , une approximation inferieure d 


( A log n \ ID M r 



of/ A et B so/tt lt*s deux tnetnes /i ombres que dans le tlieoreme 
rappele (n° 18 ). 

(lev tlieoreme en found t un second ooneernant le cas oil la 
derivee d’ordre r est continue:. Voici ce tlieoreme, que nous allons 
(lemontrer : 


(V) Ost M. Herns irin qui a euulio Ir premier eette question ( Sur la meil - 
leure approximation ties functions continues , (.hap. VI). 
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Th^oreme IV. — Si f(&) cidmet , dans V intervcille (— 
une derivee d’ or dre r dont, le module de continuite sc 
la somme de degre n> r de la sene de polynomes tri 
triques de f(x) fournit , dans cet intervalle , une cipp 
tion inferieure a ( 1 ) 


( A log 7 i -f- B )(e 7 ’4- e r+i ) 


oil A et B sont les memes nombres que ci-dessus . 

Soil 0 une partie aliquote de l’unite; inscrivons 1 
gone y == i(.£) dans la course y—J^(x ) 7 en pren 
sommets tous les points d’abscisses X 0 (X entier); noi 
comme dans la demonstration du theoreme V du Chi 
(n° 21 ), 

l/irt-d, 1 = ^(3), 

Soit F une fonetion admettant i pour derivee d’ordr< 
avons 

K/_F)W| = i/''-'_ii?^(S) 1 ip , '- +i, i = i'n?^ 

Faisons la decomposition f= (/ — F) -h F et designon* 
R^, R'' les restes des series de/, / — F et F respectivenn 
avons, pour en vertu da theoreme precedent, 

I R/il < (A. logra-b B) u,.(3), 

Mais R/2 — R". Ajoutons done les deux egalites pr< 

etfaisons 8 = nous trouvons la borne assignee a R w . 
n 0 


51 . Polynomes conduisant, dans le cas general, a une 
approximation. — Le theoreme III bis du Chapitre III ( 
transforme aussi par la substitution ;r = cos£; et, m 


(*) M. Bernstein enonce un theoreme qui rentre comme cas parti 
celui-ci. Toutefois, il n’etudie pas Ja maniere dont l’approximation < 
[Sur la meilleure approximation des fonetion s continues (n° 59)]. 
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[’introduction d’nn polynome .auxiliaire de degre <7* (comme 
dans le cas precedent), on est conduil an theoreme suivant : 

Tiikoukmk V ( ‘ ). -- - On peat defuiir a priori une fonc- 
tio/i H r ,(/*) de r seal qui joiiit de la propriete s uis? ante : quel 
(/lie soil V either m :> r , une function f(x) dont la derwee 
tVordre r est integrable et de module dans V inter- 

val le ( — 1, + 1), e-tee representee dans cel intervalle par 
an polynome de degre ;-/>/, cone enablement choisi , avec une 
approximation 

1 v J m r 

Cette fouctiou M r , esi elleetivemcnt ('gale a e r 'l { , on est la fone- 
l ion dehnie dans le theoreme rappele (n° 37 ). 

Knlin nous pouvons enonoer 1111 dernier theoreme, qui se deduit 
dii precedent commc le theoreme IV de III, an numero precedent: 

TiiKoui-otK VI. ~ Quel (/ue suit Pen tier m >* /*, une fo ac- 
tion /’(./;), dont la dericer d" order r ad met. le module de con - 
(inuile 0 > r (o), pent rtre represented dans V intervalle ( — 1 , ■+■ 1) 
par tin polynome concenuhle d<> degre 7 m avec une approxi- 
mation 

«>,, f - 

? ■ : I ^i(r) -I- | 01 

m r 

01/ M'h est la function de. r seal de/inie dans le theoreme pre- 
cedent. 

Kn particuliei\ si f ir) {x) salisfait ‘ a une condition de 
Upschitz tP order a, on /nail assignee une constante M par 
rapport a n. telle (/ue Pun ail , </uelque soil n , 

. M 
-;T7a * 



(>) CV.SI M. I). Jackson qui a const ruit k premier cles polynomes dormant 
une approximation do Vot'dre indique iei. (Vest lui aussi le premier qui a montre 
que It s eoeflieients analogues h 'V, nc* dependent que de r ( Dissertation inaugu- 
m/r,.SaU IV a, p. ',»> ). Toutofois, il n’a pas (kendu ce dernier rdsultat & la repre- 
sentation t rignnomrl rique. Les rdsultats de sa These out etc precises dans uu 
Me moire plus re re at : On approximation try trigonometric Sums and poly no 
niials {Trans, of the Amer. math. Society , ipia). 
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Dans le cas plus pari ir.ulicr <m v. i. <e 
par M. Dunham Jackson ( 1 >. 

52. Le problfeme inverse. ha <|ueslinu t.le ivim 

de I’approximation par pnhi ;,UN 

,1,; | a fond ion sc ramenc an mcmc prulJr coucci 

malionlrif-onomclriipic, .lone atix I hdorninos <-u»m 
pi Ire precedent. Nous nc rcptrii.lrnns pas cell.- <|n. 
el. nous nous horucrous a (|ucl<|ucs cnouccs <■ 
h’approxinialion de ./ M'l dans l inlet % .d le * i 
polynome dc dc^rc , n csl la mcmc i|uc cello do 
par une expression irijpmomolrnpie d urdre /(.() 

,/ -l 

t(j‘ sin / ti ! 

( )n eu eoiiolul, 0/ k drsi^naul tin poKuuntr cn ^m/ 
fir (.r ) ~r- 1 — V 'f I / ; 

Mit'7 

A 1 11 ? ’ ‘ •* * 

Ains! revislenoe rt la roniiumtr drs ilm\. ; rs < It 
valla ( ■ i, -j- i) onlrainrnt rrllrs dr\ iIiti \ r<*>* dr J 

ordre, dans le imbue inlrrvallr, s.ml aus luuifrs 
admet mi module de ronlinuilr dr I uur *!«•** I"imr 
f0( d ) > A 1 '« * , mini M v i In 1 ; h , 


le modulo do eontinuitr dr /‘ ' ( x \ \ rrilin ,t urn* tin 
forme dans lout inlrrvallr iatrnrur tatt srih 
Soule la valour do la ronslaulr M prut « huumo . < ) 
quo lout inlervalle (ini ((/, In so t r.tu*d«u m«- rti » 
substitution linraire, qui a altrir p.»s lr% piMpnri 
II resulte de la (pie b*s throrrmrs 111 i it ‘ 11 * rt \ 
pi Ire precedent enlrainrnt Irs throrrmrs niursjittii 

Tiikohkmk Ml. SI, thins tin t nu t vtillr tt, i 
tine dcrivee con finite d' unite v i/ut soft's futt o 
de Upschitz d' ordre am a t oho v . if it 
f{x) pent elre (en eerltt du tlmorim 1 / top 


(*) Dissertation inaugurate, Sal/ II, j», »• 


APPROXIMATION PAR POLYNOMES. r-3 

poly no me de degre~n avec une approximation 

M 

P»<7p^5 (M const.). 

Iieciproquement, si don pout verifier cetle condition , 

<i" e soil ", <d«rs f{x) ad, net, dans tout intervalle interieur 
i, (a, l>), ana derive e continue d'ordre r cjui satis/ait a une 
condition do Lipsehitz d'ordre a (*). 

Lc <‘as <mi y ~ i est < ^ x <‘ 1 1 1 cl fail exception. La reciprocity n’est 
plus complete. Dans ce cas, on pent enoncerle llieoreme suivant, : 

T'ii':on kuk VIII. Si, quel qua soil n, J\x) peat elre repre- 
sen le dans r intervalle (a, b) par an polynome d'ordre 
aver une approxi /nation • 

• M 

P« * - ^TTT (M const.), 

(dors j (.■/’) possrde, dans lout in txrvalle donne interieur d (a, 6), 
////r de river d'ordre r, qui ad me l le module de continuite 
r~. Ji fj | log 8 | (// const.). 

La seoonde Darlie du llieoreme VII (parlie reciproque) esl 
due., (in grande panic, a M . Bernstein. Ce savant geometre a, 
(Ml diet, (IcmoiUrc, dans la memo hypolliese, (’existence de toil te 
condition de Lipsehitz d’ordre < a (-). II a aussi signale Jes 
exceptions < j u i sc produisent dans le cas a = i ( :{ ). M. Bernstein 
traile directrmenl la representation par polynomes, niais la repre- 
sentation Irigonometrique donne lieu ados theoremes plus simples 
et il <‘St plus avantageux de trailer oelle-oi pour eommeneer. (Test 
ee quo nous avons fai l . 

( l ) M. I\ Would vifiit d’etablir ( Hull . Sor. math . Fr., 1919) un theorem e 
analogue. U reuiplaee srulement. ta propri<Ue de verifier une condition de Lipsehitz 
d’ordre a par cello d'udmeltre dos derivdes generalisces de Liouville de tous les 
ordros < y. (hi doit, par ronsrquent, on conr.Iure qu y une fonction qui verifie une 
condition de Lipsehitz d'ordre a ad met des tier wees de lout ordre <a. Ce theo* 
remo u dtd (burner rtferumiont par M. Hermann WYyl ( Vierteljahrschrift de 
Zurich* *917). Je dois re dernier renseignernen l & un<‘ Communication obligeante 
de M. Moutel. 

( ** ) Sur l ‘ordre de la meilleure approximation des f auctions continues 
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53 . Polynome de Lagrange. >>'» -ail 41111 
ilegn; ^ n esl. oomplolomont ddtonnnio par l' - - 
arbilruires, qn’U preml on // I 1 I'""iK 
Nous supposf.rons gdiidralomn.t quo oo> \.ii,-ur, " 
par nne fonr.lion do.moo / i.n. M»r- I 1 '* 1 .' 
degnK /t, qui proud Ics memos valours quo./t.i 1 ■ 
dmiues, s’oxprimc par urn* Innnulo ol.issiquo run 
de far mule <(<’ /mi; run ^r. Otto inrmulo oM la m 


011 S (./;) osl lc polyniunc do dogtv n i 1 

S(,r) t.r ,r t i , , . • -r 

Inexactitude de cot to fonunle sr vrrilir nmiif * 
lire Uis consequences sunautrs, qui antis sennit 

i° Si uu polynoinc variable d«* dc^rr u esl 
jjoiiHs dollars ( done n jnrtmn s it est lim iu* da 
ions ses coefficients sunt homes. 

:a° Un polynoma variable de depc n qui | 
inlinimenl petit.es r n n 4 t points donors, a i»n 
in liniment. petits. 

3° Deux poly names variables de tirin'* n < 
valeurs iufiuimenl voisines eu tt 4 t points d 
coefficients de mdmc ranj; inlininirnt \dimiih r\ 
ees polynomes soul infmimeut voisins. 


POLYNOME D APPROXIMATION MINIMUM. 

54. Approximation minimum dans un intervalle 
une fonction continue dans un intervalle {a, b) et 

P ( 3 ?) = Cl\ X Hr* . . . -+- Cl n X n 

un polynome de degre n a coefficient reels . Considerons ce poly- 
nome, suppose donne, conrnie une expression approchee de f(x) 
dans ( a , b). La difference, positive ou negative, 

p (^)— /(^), 


75 

. — Soient f(x) 


est recart au points. Le maximum de Ja valeur absolue de l’ecart 
dans Pintervalle (a, b) est V approximation fournie par P dans 
cel intervalle. 

Considerons maintenanl I’ensemble de tons les polynomes de 
degre </*. Gliacun d’eux represented#) dans Pintervalle («, b) 
avec une approximation qui lui correspond, p ; . La borne infe- 
rieure de f pour cel; ensemble est un nombre positif ou nul. Cette 
borne est V approximation min imam ou La meilleure approxi- 
mation d’ordre n. .Nous la designerons par p. Nous allons prouver 
qu’il exisle un polynome de degre ^ n et un seul qui fournit cette 
approximation p : c’est le polynome cV approximation minimum 
dans (a, b) pour V or dre 11. 

fjo. Existence du polynome d’approximation minimum (*).. — 
ll existe un polynome !?(#) de degre p n qui realise V approxi- 
mation minimum p. 

Par definition de p, on pent assignor une suite de polynomes P 4 , 
p . p /f5 . . . de degre fn, lets que les approximations corres- 
pondantes p',, p',, teiulent vers p. Dans ce cas, la 

suile P, , L'a, ... lend uniformement vers f(x) dans (a, b). Done 
ces polynomes sont. lmrnes dans (ft, b) (quel que soit leur indice) 
et 9 par consequent, l.c> 1 1 s lours coefficients sont bornes aussi et de 
module inferieur a un nombre fixe M ( 53 ). Done de la suite 
inlinie l*,, P a , ..., on pout cxlraire une suite P', P), . . infime 


l' i ) X c 1 1 k n Y ( i w k K K , cjui a inlroduit oette notion, a ad mis sans demonstration 
lVx.istc.ncc du polynome (^approximation minimum. Gcllc-ci a dernontree 
par M. E. Bgrkl ( fju'ons sur trs fonchons de variables reel les, 1906. Voii aussi 
IvmsciiBKROEU, Ueber TvhebycheJJ Annaherungsmethode (Inaugural-Dlssei - 
lation , Gottingen, 1902 )J. 
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aussi, telle que le oocrflii-i.-.i I- <!.' ■ .r" ait un- llmi.r 

|>;,, ...on pout, extraire suite I’,. I’.r. - >''l 

cieul. <le nil. n n <> limit <•, <•! aiiiM < if •’lair, 

fonnera tine suite <Ie Homes nvairl une lim 

nome I* realise I’approximat inn minimum \<m- 
, laris le unmem suivanl.que ee ju.tx u.mie esl m 
connaitre les proprietes les plus r.iraetensliquu,. 


fj(|. Proprietes du polynome cl’iipirruximation i 

intervals (ti, />)■ s ' I‘"0 V 1,1 

d'approximttlioii minimum tht/m 1 in/rrmUr 
assi<i'ttcr n | ■>. /minis <h’ I tnt<‘r\ >illr ■< •/, h •. >■ 
at, feint srs ra/eitrs extremes % \u/>pos t rs 
IUtUC(* tit* St£ffl(*S (I tut point till SUtX 't/lf 


Considrrons 1 rrarl \arialdr 


h .r 


( loniiiK! ii Chi. loncliou rnulmur dr j\ <>n prt 
vallo (ft, ft) <‘ii inlenallrs nuhtrul !N -i ss( ‘/ p rt 
s’annulo dans aurmt drs inlrrs allrs «»u il niir 
valours extremes ' Soil 


la suite d<‘ res inler\alles on *1 1 attaint ! uti 
extremes, el soil 


la suite <I<‘S tiuilrs du ^ i 14 u ♦ * < I * * \a 1 > dan « lt.i< ttt 
re me iiunnci* revienl a dirt* « j ui * ertlr * I * ’ 1 1 » » * * 1 v 1 
moins n | 1 \ariatinns dr si ^n**^, .1** \ h - pnon 
avail moins, V ne srrait p.e-» d appt 'tmiiMlnm turn 

Si tons les tenues de i a Mtile rl.urut dr nn our 
drail sa home f ooii * a\re In tinom- ante p.s 
(l’ajoufer a P unr roustanlr ire* petilr dr rr i 
aim'd iorer rapproximalion. 

Supposons dour quo hi sidle t <»nf in 


( 1 ) K. lJoliKr M J,c£ons stir trs ftnu 7*»»/u #/*■ * <u t , rl 
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de deux lermes conseculifs de signes contraires. Soit £/, s /+l Pun 
quelconque de ces groupes. Les deux intervalles correspondants 3* 
S/ + , ne soul, pas contigus (cp ne s’annulant dans aucnn des ‘deux). 
Nous pouvons done assigner tin point q intermediate entre 3, 
et o/ +t , limil.es exelues. Soit 

1 • • • i b/*-' 

la suite des points 5 ainsi choisis et correspondant aux fc groupes 
conseeutifs. Fori nous le polynome de degre n : 

4* ( x ) = £ i (Si — <*)(& — x),,. (£/,— a?), 

oil £| designe, coniine precedemmcnl, r unite du signe decs dans 3 { . 
Co polynome aura le signe de cp dans cliaeun des intervalles 3,, 
3o, ••• et ne s’y annulera pas. Ccci fait, soit s un nombre positif, 
je dis que le polynome de degre </?, 

fourniru dans (/*, A) unc approximation < p, pourvu que £ soit 
suHisammenl, petit. 

En diet, soil p'<< p la borne de |cp| dans les intervalles autres 
que 3|, So, ..., o,„. On obliendra le resiillat demande, en pre- 
nant £ assez petit pour que |£'}| soit ^ dans (a, b). La 

valeur absolue de I’ecart du a P ■+• a savoir 

I/— I' — e'l»| — | cp — 

sera elFectivement p dans les intervalles 3 1? So, ... oil cp et 
soul de memo signe; elle le sera encore dans les autres, ear on 
aura, dans eeux-ei, 

| cp e»F I | ? | • i - | | < p'-H ( p — p') < p. 

2 ° Le polynome </ a pproxi Dial ton minimum est unique. 

En diet, soient P el Q deux polynomes de degres fournis- 
sunl (’approximation minimum p. Le polynome, dedegr^^/?, 



*2 


fournit une approximation <p, car on a 
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Done R est mi nouveau polvnome d'approxim 
el |y _ (I | at lei ill p on n ~P a points, rn \ertu d 
n ? est possible que si, en res points, / P <*t / 
simultanement et avee le mrmr si^nr irtm vulmi- 
Alors P el Q, pnuiant la memo valour rn // | 
idenliques. 

3° La proprictr i° cantc tense le pah tuaue P 
tion minimum . En <\()et, soil O tut polyttotue d 
Veeart f— Q at feint son maximum ahsnht % a 
de signes en //+>**. points consent ft Js tie l nit 
alors p r =z o e/., r// vertu de •»*', O e.s/ 1 t*len t u/ ttc a 

Si p' elail > p, le polvnome il<* de^iv n 

P — O - «/ a n >/ P -i 

aurait le si^ne de f— O au\ points mi r«*t heart 
eban^erait. done n i- •> fois do siim** < * f aurait n 
moins, ce qui est impossible 

1)7 . Borne inf6rieure da ^approximation minimi 
tin poly name de tlegve n: si J O est de m 
en n -~f- a points consent (i/s de V interna ll*' \*t % / 
chactin tie ces points it in* ealeur tthsnltte , , ti 
En dilutees termes , -J est ttne home in /'orient e 
niation minimum ( r n 

La demonstration est identiqur a rrllr qu\»n \ *ei 
la proposition 3“ qui preredr. 

II y a lieu d’observer quo si lVourt / t ) | <n 
al (.ernes en /*-(-« points eonsreutil's do luOrn ,dl 
proxiination minimum sera mtermeduut v mho 
valour absolue de IVrarl Mir ret ensemble do p«»m 
malion fournie par O dans i u % h\ font rutin , 

f>8. Approximation minimum d’ordro /< mir w 
n 'I' ^ points ( J ). - - II est utile, putir pm imt !<“■ 

( 1 ) !>•■' I* A \ AM. MM PoUssl N , Sue /*n pat \ tnaiit > */i tpp 

representation apprnchee <{ 'un an ate < Hull, *t» / l, /(,, » d 
des Sciences, n a L\ mjio. TU<*ur«*mf n \ln. 

( a ) C. I)K LA Vallkk Poussin, Meiimtrc * it, 
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polynome ^approximation d’ordre n dans un intervalle, de definir 
et d’eiudier le polynome d ’approximation dans un ensemble 
de n •+- 2 points de eet intervalle. 

Considerons clone un ensemble E de /?, + 2 points de Finter- 
valle (a, b) 

( ^ ' T 0 X 1 N. X*, • • • 5 ’'C X n < X n -\-\ 

el. line function J qui prend des valeurs determinees en 
eliaeun de ces points. Je vais montrer que, parmi les polynomes 
(1 ui d re </i, d cn est un qui clonne la nieilleure approximation 
(le / 0 ) P our F ensemble des points de E. Ce polynome est, pour 
Ford re />, le polynome d’approximalion de/(#) sur Fensemble E, 
et je vais encore montrer que ce polynome est unique. 

Par definition, ce polynome !?(.#) est celui cjui minime le plus 
grand des courts absolus 

L fi&i) 1 (*^/)| (i = 0, l, 2, . . . , n •+• l). 

Nous aliens montrer qu’il se determine par des calculs pure- 
menl algebriques. 

Proposons-nous d’abord dc determiner un polynome 
Q s a 0 h~ <i[ x H~ cu .r 2 M- a n x n , 

d(i degrd . //., et 1 approximation eorrespondantc p', par la condi- 
tion que les courts aux points de E soient entre eux dans un rap- 
port assigno, a suvoir celui des nombres 

"o, — u u 4- U it dlitn+u 

et soient, de plus, du merne signe que ces nombres. 

Nous supposons (pie //„, //,, sont des nombres positifs ou 
negatils de module ^ i , mais Fun an inoins de module 1. Nous 
avons place des signes allernes (levant ces nombres pour la com- 
modity; des calcmls ulterieurs. Si done o / est Fapproximation 
oblenue avee O sur E, les ecarts aux points cons^cutifs de E sont 

"up', — Ui p', + «sp', ..., ztu n+ 1 p r . 

Dans ce cas, p ; et les n- f- 1 coefficients a de Q sont determines 



80 
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par le syslcme de n + 2 <•<( u;i lions lineairc 


j 0 — M o? 
/l ~ 11 1 P 

/ -I- or,, » 

‘ 1 “ 0 (| ! 

• * * ‘ 

f*i' r \ ‘ * • * 


jn \ l = t( n 1 

1 V 1 1 

Oj J'n . 1 • • • • 


ay ant pour determinant 

i //,, 1 

./•„ . . . 


I) rv 

«i * 

-l 0.1 1 

.r, j'[ ... 

r't . . . 

; ’ 

Design ons par A (n ~ A , , ! A 2 , R* s hiiihmi 

('dements de la premiere column*. (a* Mint ties dr 
Vandermonde tons posi til’s, ear on a 

An • * {J'n 1 1 

a*,, 1 { ./*„ , 

1 1 * . r x 

A , — . ( j'„ 1 j 

•'*„ » t .f w , 

1 *'v » 4 • • 1 -r 

.r M 


cl. loulcs ccs (Iillcrciiccs soul positives. II virnt ainsi 
I> • ' ittt A (» //, A, . . . * U„ , , ( |. 

Kcsolvons maintenant It* Mslrmr par rapport a 

^ f\\ A (I ,/ l A J t . , * J •; ! V ’• J 

u» A„ 1 // 1 A j . , , tt j \ , t j 

Re syslemo udmel um* solution him determiner, 
les u seraient clioisis dr manirre a annuler I). (*,**« i 
ikmikmiI pas lieu si Irs u soul dr iiirtnr sj^nr. 

Si hi ntimeraleur de repression de \ est mtL rl 
nulcnl pas I) (done sals son! dr m ruir si-nr ,, im a 

U < « 

Le polynoinc Q rcprcsonlc cvacicmcui / .Un- I 
I'approximatiou ost nolle cl O ronl'mul asrr lc p, 
proximal.ioa minimum. In autre puUiimuc .Ic .J.-iji 
ncc.ftssaireinonl sur IC <lcs cearts lies par J.i id.it mu J) 

Supposons mainlcnanl ipic lc ».■ - 

fj expression ( i ) tic r J mnulre ipi mi muiuiie *. c 
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tons les a de meme signe (done celui da nnmerateur) el en leur 
donnanl la valeur absolue maximum i . Done Tapproximation 
minimum sur E est donnee par la formule 

(^) o — 1 Aq/q — A| ,/i -H ■ ■ .rb 1 

Ao + Ai + ...h- A /i+ .i 

A.lors le polynome d’approximalion sur E est enti&rement 
determine, car on commit ses valeurs aux 2 n -\- 2 points de E. 
ITapres le ealeul qui precede, ee polynome est entierement carac- 
terise par la propriele de fournir des ecarts egaux et de signes 
oontraires en deux points eonseeutifs de E. 

Nous avons ainsi obtenu le llieoreme suivant : 

11 exisle an polynome V cVovdre ^ 11 et an seal qui est 
cV approximation minimum sur E. Ce polynome four nit des 
ecarts de meme rut leur absolue et de signes cont retires en deax 
points eonseeutifs de E et cette propriety le characterise. 11 n\y 
a d' exception </ue si la representation est exacte et l' approxi- 
mation nulle . 


Theorem© . ■■■- Si j\x) ad met dans intertable (a, b ) une 
dericee (n - h continue et de module <f M el: que sa 

meUleure approximation sur l' ensemble K 0 forme de n ~t- 2 
points .r 0? ./’1, . .., de eel internal le soil p 0 , alors le plus 

petit eeart 0 de deux points de E 0 satisfait a la condition 

js v ( n - 1 - 1 ) ! 2 po 

. 0 " ' (/,_ . a)" M * 


'Trans Torino ns Texpression (2) de p 0 . Soienl ttt le produit de 
loutes les distances de deux points de K, ny* celui des seules dis- 
tances de x^ aux autres points. On a 


/< * 0 1 

,/TfO 

+ /(Xn+i) 

m 0 

77T, 


l 

T7T () 

I 

*+■ — "1". ■ 

1 

771/, 4 -1 


Supposons .x‘ 0 <C Xi <C x> • - •. L’approximation de f(x) est la 
iii^mc (pie (idle de f{x ) ~—~ j (x {) ). Substituons cette fonction 
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a f(x) dans la formule prec«.l«»lo et si.|.|»rimn» 
lei'in e du denominaleur, ee <|ui auj,Mm-nle !<■ 

/•(.)',)■- .A.'',,) : 

IT*”" " ' * ’ M,, 1 I 

TTT t 

p«» < — — r 1 

?n7 * nr. 


Soil E, (x,, x t , .... .r.+i) r«ns. , ml.It* n 
premier point de K„. Desijpions par n r 
dn its de distances do deux points dc K, <'t 


htcuu 
M., , . . 
po>nli 


(Ml !■ 




fir) f r lt * * 
r r u 


En observant <p.e .r/- - x 0 est de in.'ii.e m^ih- et 
tour les indices /, la I'ornnile preeedente pent eenr 


/it •m 

m i 

1 

r»m\ 

nr’, 

< ( /; — <t\ - ' 


J i 1 t'u . t 1 
t 


i.r„ . 1 < 

./ r * ’i • i ■ ! 


ou, plus simplemenl, <*n designanl par p, la mnll 
mation d’onlre n —■ 1 <!<*/, Mir l' M % 


>' i !> ui M . 


II y a la un proendr 
Posons, en general, 

fi<* 1 


<lr mlurtion tpi on 

A 1 * j ' * A * * r - » ; t 

r / 4 j 


JHM1 


et soil p* la meilleure approximation d’nrdiv n A 

Pensemble Ka(^Ai f „ { , u man auah, | 

a j • • • ? ? 

p* ' (/' U * Vt , 1 


I 


l 
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Ini o n est la meilleure approximation d’ordre o de f n sur l’en- 
semble de deux points settlement E /2 (iC w , x /l+{ ) nous avons done 
i mined ia lenient 

pn ~ ~ | f n ( X n -Hi) — /„.(*„)!• 

Soil, en general, Rl£ le module maximum de f [ p sur (a, b ) ; nous 
avons 

P n ‘C ~ ( X //-t- 1 X,i ) M i 

et, par consequent, 

?<>•-: (.r,|,..i — J7„) X - (b — 

Evaluons mainlenant MJ. Nous avons 


//. (x -i- av, -i ) = - LlA±X±± 1 1 • I± 'S±±_L> - r f k _ x (x k -i -f- i IX) du, 

' 7 *M) 

fV(x + .x k ,)= f /5t-i 1) (a?/,-i+ ax)W'du. 


Nous en eoneluons, par le theoreme de la moyenne, 
MJ < Mr. 1 , 7^7 M£tl ; 


puis, de proche en proche, 


Mi 


Mil 


M "-' 1 


M 


‘2 A . 3 ‘ * * ' ( Hr I ) ! ( tl ~t~ I J 1 

Kinalemenl, si nous portous colic dornifcrc valeur dans la borne 


assignee a p 0 , nous obtenons 


p 0 ‘ . ( Xfi I • t — X,i ) 


( b — a) n M 


v. ( n -I- i ) ! 

Dans ee ealeul, nous avons (ail la ^eduction des ensembles li-o ? 
E ( , K 2 , ... en sup[>rimanl eliaque fois le point extreme sur la 
gauche. Nous pourrions tout aussi bien supprimer le point 
(extreme sur la droil.e et ineme tan tot eelui de gauche, tantbt celui 
tic (Iroil.e. Si la suppression portc d’abord i fois sur la gauche, 
ensiiitc n — i fois sur la droite, nous obtiendrons, quel que soil 
bind ice / , 

po< (:r M —Xj) + > 

ce qui revicul an theoreme enonce. 



0/ ciiApmu-: vr. 

on 

60. Corollaire. - SiJ\.r ) <’sf continue , inns I'm, 

si, d’autre part, pour I'nnl re n, f- cst la inn I leu. 

Lion da f(s) stir I'ensendde K, forme de n ■ - /’< 
on peat an con, ■lure une home in/mteure de I 
points da E, poutrti ,/ae p suit . ■ 

En fillet, soil s un nombre posit if .louac • i . N« 
st.ru ire nil polynome O tel ;lil * MU ' t,,ul 1 h 

1/ <>l 

La meillcurc approx i mat ion 6 on Ire n tie O Mlr !'• 

pu'-ii ■ 

Aim’s, en vcrl« du lliemvmi' |>n ; «'i ; iienl , 1<’ pin- 1 
deux points de K esl superieur a 

•m n 1 1 ’ 

„ . 1 1 * ! * , 
i b it \ n M 

on M 'esl le module maximum de O 1 . 

(>*1 , Tlieor6me. Son*fit J i i ttne Jottettnti < 
(a, /;), E un en sunt hit' tit' n » ** point* de l P h 
depi'e . // t/tii tlonnt* la met flt*u t e a ppt'o.t tnnt tna, 
approximation • .1 (out ttonthre po\tftJ dun to /, t 
noniht'e positif z tjui joutt de fa proprtete \ut 
pot y name O tie depre n donne sut ’ E tint* a ppt * 

> i < • 1 

on aura , dans I in teivatte i a, l> u 

P‘ «?i V 

Si p =r. o, on a aussi p' o ; done P el < P rut lieu I 
idenliques. 

Supposous p diHerent de o. Nous jmiiums desi 
de O aux points suceessifs de K par 

; it t y, 1 n,y , . ..» 

on le si^ne ambijju esl eelui de IVeart de P. Nubs! 
leurs valours (\) el (t>) dans la eondition d • 


devient 
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A 0 u 0 -f- A I Ui -H . . . -+- A ,, 4 -! U,J + 1 >■ — — ‘ • ‘Jr ^"- f T 

I 4- £ 

d'OLI 

A o ( 1 ™ Uq ) 4- Ai (I — Ul ) 4- . . . < ( Ao -4- A 1 

el., par (consequent, quel que soil, /r, 


1 — u/c : 


s A o -4- A j 4- . . . 

r 4- £ Al 


On pent, en prenant e suflisammenl petit, rendre u/ ( (qui est^ i) 
n mss i voisin qu’on vent do i, done rendre Pd cart de Q an point x* 
aussi voisin qu’on vent de celui de P. Ainsi () pent etre rendu 
aussi voisin qu’on vent de P sur E, done sur (a, b), et Q peut etre 
astreint a verifier Pinccgalitd |P — Q| <; yp 

liemarque \ — On peut appliquer le theoreme precedent quand 
fensembld E varie (Pune eertaine maniere dans («, b). Le 
nombre £ (qui depend de t, v ) pent alors dependre du choix des 
points dec I,. Mais on pourra le prendre independant de E, si 
Pecan de deux points de H ne peut pas tendre vers zero. En eflet, 
A,, Am, ... ne tendent pas vers zero non plus, i — uj< tend unifor- 
mement vers zero avec s et Q tend uniforinement vers P sur E et, 
par consequent, aussi sur (a, />). Cette condition sera certainement 
remplie, on vertu du corolla ire precedent, si Pon sail; que o reste 
superieur a uu nombre positi f assign© quand E varie. 


02. Theorem©. Si an poly /tome Q de deg re y n four nit 
sur E(,r 0 , x t , . . ., .r„ 4 , ) des dear is de sig/ies alter nes, dont les 
vale tit's absolutes (non toutes e gales) sont 

Co, c,, . .., /Vm, 

la meilleure approximation sur E est comprise entre la plus 
petite et la plus grande de res raleurs absolutes , limit es exclues. 

La meilleure approximation de la function f est la meme que 
cello de f- — Q, a savoir 

__ A, rp 4- Aj /"i -i- . . . -4- A /i 4-i r n - m 
^ A© H- Aj 4- . . A/.4-1 



so 
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63. Meilleure approximation cTordre // sur un on 

de n -h 2 points. - La meiUenre a ppmxuna turn 

an ensemble Jini E tie plus tie n ! points, rs 
ensemble de n P points de b , {'/oasis de man 
meiUenre approximation soil la plus praade pns 

Soicnt E mi ensemble de n j *> points, .r„, . . 

parti o de K et satisfaisaul a celle eondit ion ; Mr pol; 
la meilleure approximation, p, sur E. Jr dis (pie l* < 
approximation p sur E. 

En cdet, dans le eas eoutruirr. ii existrrait an m< 
de F oil Peeart /- P s< v rail de module p. St 
deux points consccutifs de E, et x { par t ‘ \ i n j 
meme si^ne qu’au point soil ett sod on ./•, 

en ,r,. Alors, en verlu du iheoieme preeedenl, 
approximation sur .r 2 , .... x H , t » est plus 

co n tra i re i n e n t a 1 ’ 1 » y po 1 1 1 ese . 

Si £ est exterieur a Einlervalle (.r„, ,r H} , u par r 
on considercra Pun des deux ensembles de n > •» p 

( x u .r.>, r„ , , t • #■,, . . . , r„ 

selon quo J — Pprend \e imbue signeou drs si«»tws 
et en x () . On sera conduit it la mrmr eonelusioii. 

04. Tli^or^me. - Ltt meiUenre appnu una titai 
la. fone.t ion confinin' fix) dans an in ten title * a > 
an ensemble de n j- a jaunts de eW intrrealle , r 
inert' (pa' eette meilleure a jtprn xi not t nai \*at In 
possible. 

La me iii< Mire approximation sur tm ensemble 

Et ( •**« t .... 

<b‘ n -h a points de (//, b) es I doitnee par la lurmub 
Celle-ei met ea evidence quc p, est une I'oneliou e« 
x { , . . dans (a, b i. I a* He four t ion ad met do nr 
et I atleint pour un ensemble del ermine E cimtrn 
Alois on inoatre, par un raisouue meut tdrmiujur 


i precedente, que p esl. aussi rapproximation mini- 
' by . 

iiinsi demonlre I’existence <( u poly no me d’approxi- 
inm ol. re iron vd scs preprint, os essenlielles par nne 
rnuilc do cello utilisde an debut du elmpil.ro (n os 55 


me. - Soil f(x) tt na fonclion continue dans {a, h) 

>m< * da daprd “ n tptti an donna la mei Ileum appro- 
I tout nom bra posit if corraspond tin nom bra 
jouit da la propridta suioanta ; Si tin poly no me Q 
donna stir ( a , //) ana approximation 

p’ ( i 1 -e)p, 

is l 7 ntai'oalla (a, h ), 

: esl. la mei I leure approximation sur uu certain 
lit ‘>.n\-'j. points el 1 1 it esl fburnie par l\ Or O 
7 lapproximat ion p'. ( !e then re me revient <lone a 
I. 

appro ch6 du polynome d’approximation minimum. — 
lo function continue dans uu interval lit (a, A). II 
runner, aver une approximation donnee vp lo poly- 
pe n qui en donne la meilleure approximation p. II 
a precede qui ait. un rararterr pratique pour resoudre 
Mais nous aliens montrer que throrit/uamant sa solti- 
Fun mmiliri' (ini d'operat ions, qu’on pent delimiter 

>sons (|ue/( x ) u'est pas un polynome de dej’Tr ii. 
mnnenrons par determiner nne borne inferieure, p 0l 
vo. approximation dans [a, A). Nous ul iliserons a eet 
> regies denudes pn ; o : (lrmm(‘iit. 

dynome ineonnu de de*»re n qui foil rail- la mei I leu re 
a o dans (7/, A >. (’Vst aussi celui d'approximatiou 
,ur un eerlain ensemble K in” (>t) de points 

ineonuus. la* theoreme du n° (>0 nous permet de 
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determiner ime borne inhbieure o de 1 eearl de deir 
Cette borne lixre, nous pouvons, suns connaihv 
d’apres la remarque du 11“ (>l n fa ire eorrespondre 
mi nomine s tel quo, si 1111 polvnmne () doom* sur K 
mation <(1 -f-e.)p, on ait |P ( v >|* 

So it M Je module maximum de / dans i m h ». Part 
<‘ii n parties crates. La formub 1 de. La^rati”e pennet 
module de continuile unifonm* a tin pul \ noun* < ) , de 
le module ne surpasse pas a \I stir (ensemble des n 
subdivision. Nous [xmvous done, on prenant Pent in* 
diviser (a, b ) en \n parties assn/, petites pour que 
de f — Q soil, < sp 0 dans ehueune tPelles, 

Ayanl divise ( a, b) <m \ n parti<‘s sat isfaisaut a <*<*t 
dcsiguons par P Pensemble <b k s points de subdmsjon 
|)i*is) et soil. O le polwiome dapproximat ion mini 
Icqiicl esl de mo<bd<‘ - •>. M el verilir lrs eomlitiuns 

Ce polynome () se <b : tennine par un nombre liniih'* 
ear il domic la meilleure appruximat ton sur 11 •» 

eboisis de maniere a rendre eette meillmirr a{ 
maximum, el. il ny a qu'un nombre limite de eboix. 
repond a la questioner qu\m a (O - - Pj y jt 

En (diet, () dnnne sur F une appruximat ion ;; m, 
de E tom be enl.re tbmv points nunserut its dr* F„ n 
Pose illation de /— O esl <n„. Hone (} .lunar, 
approximation <Cp~P sp# ’ { 1 1 ee qm prom 

si lion. 

07 . Determination analytiquo du polynomo d'appro 
nimum. — Soicnl f(.r) une function mlmutt.nit one 
linuc /'(./•), ,;t 

l‘( .ej : tt 0 f tt { ,v i . , , 4 tt H n 

le |>olynoirifi qui en domic la inciilumu .ippiovim.i 
I’inlcrvallc (a, b). Soil 

L(*e„, .r, , .... ,r H f , 

1 ensemble do // • | - points dc (,/, b , sur |* 

meme meilleure approximation Supp,.M.»s d’.tl.. 
points dillo rents dc a cl dc b. Alms /, ,, , 1 >, , ... 
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mum en cbacun des points do b et nous avons le systeme do 
211 equations 


(0 


j /(#/) — P(a.-/) dz p = O 
1 J (&/) ” (** 7 ) : = o 


(t = o, I, 2, . . >n- I), 


qui pent sorvir a determiner les ah + 2 inconnues du probleme : x () , 

X | 1 * * • 1 X , U' 0 , ^ | ^ • ■ • 5 CLjl Ct p . 

Si b eonlenail un des points < 2 , b ou tons les deux, cela ferait 
ime ou deux ineomiucs en moms, mais, en meme temps, une ou 
deux equations seraient a supprimer dans la seconde serie. Le 
probleme est done gcndralement determine. 

S ' / ( x ) (iSl ' uu polynome, le systeme ( 1 ) est algebrique. II pent, 
eomme dans le eas general, admettre un nombre plus ou moins 
grand de solutions. Mais il n’y en a qu’une scale qui minime p, et 
< < est. oelle qui repond a la question. Lorsque le systeme ( 1 ) est 
algebrique, on pent, pour le resoudre, employer toutes les 
melbodes part icui ieres d’approximation pro pres a ce cas. 

Le eas general pent, etre ramene au precedent, comme M. Borel 
Pa deja lail. observer ('). bn diet, soil Run polynome voisin 
de /. Soienl P le polynome qui donne la meilleure approxima- 
tion p de /, Q eelui qui donne la meilleure approximation o r 
de H. .)e dis quo |P — 0| pent etre rendu aussi petit qu’on veut 

nveo | /- R|. bn ellet, si J f - P | esl. < £ sur (<7, 6), Q donne de f 

tme approximation < p -|- e sur (a, b) et, en particulier, sur 1 '’en- 
semble b oil P est d’approx imalion p, done (,) est aussi voisin qu’on 
veut de P (n° (II ). 

11 suit de la que le ealeul approehe de P se ramene a celui de la 
meilleure approximation d’un polynome R suffisamment voisin 
de /, e’est.-a-d ire au ealeul precedent. 

M. Bernstein a fail eonnaitre un thdoreme qui pent etre utile 
dans la question qui nous oeeupe, et. <{iie nous allons exposer. 


68. Thdor&me de M. Bernstein. — - Nous savons que 1’approxi- 
malion minimum sur («, b) est la meme que sur un certain 
ensemble b de ;/ . -f- 2 points, mais il pent, y avoir plusieurs 
ensembles veriliaut cetle condition. Nous supposerons, dans ce 
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qui suit, que cet ensemble est unique. Nous distim 
quatre cas suivants : E est de la premiere classe s’il : 
ni a ni b , de la seconde sbT eontient a seul, de la tr< 
contient b seul, de la quatrieme s’il eontient a et b. "S 
tenant le theoreme de M. Bernstein ( 1 ) : 

ThSoiieaie. — Soient v(x) et'b(x) deux f auctions a, 
regulieres sur le segment ab , un parametre (o^j A< 

\) = a<?(» -H(r — 

Designons par P(x, X) le poly name d’ approximation 
def(x, X) sur ( a , 4 ), Ex r ensemble sur lequel 
mation est precisement V approximation minim ur 
V ensemble Ex est unique et apportion t toujours c 
classe quel que soil X; si , en outre , la derivee sea 
fonction 

F ( + =/(<*, A) — P(.r, X) 

//£ s’annule en aucun point de Ex, alors les %n -f- 2 
du probleme , a savoir p(A), fe .9 /1H--2 points Xi et les ; 
ficients ak sont des fonctions analytiques regulieres 
segment 01. 


Supposons, pour fixer les idees, que Ex soit toujour: 
miere classe. Alors les 2/1 + 2 inconnues sont determi) 
sy steme (1), 


(1) 


( F (xt) dz p = 0 
)' F'(*,) = o (i_0 ’ 


. . . , n -4- 1 ). 


Formons son jacobien, qui est d’ordre 2/1 + 2. Ses 
rnieres ligaies sont respectivement (i= 0, 1,2, . . ., /?, ~| 

gFCgi) y dF(arQ ^ dFQg,) dF+,-) dF(x 

d&o 9 da 0 * ’ da n 

se reduisant a 

0, o, F (5?/), — , 0, 1, 37, 


( l ) M. Bernstein formate un enonce plus general qui s^tend aux 
exposants non entiers ( Sur la meilleure approximation des fon 
nues). 



Nous savous quo ee determinant esl, different de zero, car c’esi 
eelui clou!, depend I < k ealeul de la meilleuro approximation sur 
I’ensemble K. Done. J no s’nimule pas, si les lacteurs F"(#*) ne 
sannulenl pas. Le l.heoreme ost ainsi etabli. 

Voici mainl.onanl eomment lo theoreme tie M. Bernstein 
s'a (>|> I i< j ut^ nu ealeul de la meilleure approximation d’unc function 
analytique doimre cp(’.r), dans I’inUirval lc (<h b)- 

On suppose qur Ton onmiaisso la meilleure approximation p(o) 
d’une function analytique ^(.r), voisiuo de <p(:r), ainsi quo lo 
poly nome l > o) el. I'ensemble 1£<> correspondents. On forme la 
fo 1 1 o t ion 

/ ( a* ) Xo ( :r > h ( r — A ) + ( x ) , 


qui devru satisfairc aux conditions du theoreme precedent. On 
commit dour, par hypotheses, les valours initiates (pour X = o) 
des :>,// + •>, innmnui's du proldeme, p, a /, .r/ 0 et il s’a^it d’en 
trnuver les valours pour X r- i, auquel oa $ f (x ) ~ ® ( X ) . 

On remanpie quo h*s valours initiates des derivees des ortlres 
sueeessifs de p, <7./, ./•* par rapport a X, s’obtieimenl , de proehe en 
proehc, on diVivanl sureessivement les equations 0) par rapport 
a X et posaut chaquc fois X ~ o. Les derivees d’un meme ordre 
s'obticnncnt par la resolution (Tun sysleme lineaire dont le deter- 
minant J est tou jours h‘ menu*. On pout doin', ccrire les dcvelop- 
pements de p, u t \ x^ suivant. les puissances de X par la formule de 
Marianna. Si ees drveloppements convn^cnl pourX= le pro- 
bleme est rrsolu. Dans le eas conlraire, on commit un element 
analytique do ehaeunc des functions p, a/, ; ce qui sullit theori- 

({uement pour les determiner entieremenl . 
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Si la foncdon ty(x) est bien choisie, les developpe 
Maclaurin seront rapidement convergents, mais il esl 
c ? est un tel choix qui fait toute la dilficulte de la questu 

M. Bernstein a fait, la remarque que void : 

Les expressions approckees tie P et de p, pour \ = 
obtient en borncuit la serie de Maclaurin ci ses deux 
termes , sont respectivement le polynome tV appro 
minimum et V approximation minimum de o ( x ) . 
semble E 0 . 


Pour le montrer, derivons une premiere fois les a H- i 
equations du s^steme (i), en observant que F'(#/) c 
vient [i= o, i , a, . . . , n 4- i) 


d¥(xi) m 


d\ 


'■ p'd) = ?(^) — • 


oP (an) 

5X 


: p'(X) : 


mais la caracterislique o indique une derivation dans la 
coefficients a seals sont consideres com me dependant ( 
sons \ = o; il vient, x- L appartenant a E 0 , 

o(Xi) — -) ± p' (o) = o. 

D’autre part, on a, par bypothese, sur I’ensemble E 0 , 
<K*/) — P (#ii O) ± p(o) = o; 


d’ou, en ajoutant. membre a membre, 

oP (Xi, o)' 


<pO/) — |jP(>/, O) • 


SX 


: [p(o)H- p'(o)] 


(l = O, J , '2, . . . , 71 I ) . 


Ces equations, relatives a E 0 , mettent en evidence qu 


est le polyrtome d’approximation minimum de ®(x) 
semble E 0 efque cette approximation est p(o)H-p / (o] 
theoreme enonce. Il s’ensuit evidemment que 1’on a 

P(0§p(o)H- p'(0). 

Cette derniere remarque est encore due a M. Bernstein. 
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()9. Proprietes des expressions trigonometriques d’ordre n . — 
Les then rnnes relatils aux. polynomes d’approximation minimum 
s’eiendenl. aux expressions trigonomclriques et se demontrent de 
la menu* maniere. Mais il faut, an prealable, e tend re a ax expres- 
sions trigonometriques les proprietes algebriques des polynomes 
sur lesqu (dies reposent les demonstrations. Voici ces proprietes : 

i° One expression, triponornetrique d'ordve </i ne pent 
aeotr plus de m raci/ies non equivalentes , et celct en tenant 
compta de / ordre de multiplicity des racines. 

Celle propriete a ete demonlree an n° 30. 

Deux expressions (Vordres ^ n qui coincident en m \ 
points non equivalents sont identiques . Autrement dit , line 
expression triponometrique (V ordre ^ n est deter minee par ses 
v aleurs en m -|- i points non equivalents. 

Kn (diet, bmr difference, ayaut :>.//.+ i racines, est identiqne- 
ment nolle. 

Deux ex/iressions d'ordres . • n qui out in racines non 
eq nival antes communes sont les me mes d un facteur constant 
pres. 

Kn ellet, soionl V(x) cl O (./;) deux expressions d’ordre ^n 
ayant :>.n racines communes et ne s’annnlant pas an point a) la 
(lillerenee, 

V (#)Q (a) — Q ( x ) P ( a ) 

adrnet les imbues racines el une de plus a, en tout 1 racines, 

done elle est identiquement nulle. 



on A pith k vrr. 


94 

4° On peat to uj ours const ruin* ttnc cxprcssint 
triquc d ordre n qui ad/net :>.// ramies a rlntrnircn 

S’il uy a que deux raeines X\ el x»s 1 expresMo 
ordre 


sails fail, a la question. 

Si ^ 1 el tie soul pas equivalents, ees raeines m 

Fexprcssion change de si^ne quaud x passe par ees % 

S’il y a :>,//. raeines donnees .r ( , le 

nombre pair tie fa clours 



esl line expression cnlie.ro et repoud encore a la que* 

5° Une expression d'onlre n prut sc detenu 
valours arbitrairement donnees qu'dl 
ii ~j- i points non equivalents^ ct cite s' expritne y 
mule analogue, d eel/e de I At grunge. 

Desi<**iums les points paruq, ,r a , . , ,, .i* a/#| , et .oil f 
assignee an poinUr/. Kormous rexpression » erlle ei 
ear le uombre ties fadeurs est impair i 

S(.r) : J | sit/ >'* ' it k . * n 

i 

rexpression enliere d’ordre //, 



/ i 


repond u la question el rempluer la iWmule dr 
Ccille nouvelle formule conduit, tie la undue manim- 
sions suivanl.es : 

(i Deux expressions d ordre „ // y/// prennt'ut 
infinimenl whines en ■.>./> -u i /;«/»/.« ,l„nnrs, 
sont injiniment voisines . 
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r° Une expression d’ordre /?., don l les coefficients son/ 
variables , tnais qni est bar nee. stir an ensemble de a n 4- 1 points 
do tines, non equivalents , a tons ses coefficients homes . 

70 . Expression trigonometrique ^approximation minimum. — 
^expression l rigonometrique qui eloune 1 ’approximation m ini- 
mu in (.rune fonetion periodique J (x) pour loul.cs les valours 
reel les de x, posse.de des proprieHes analogues a colics du poly- 
nome ((’approximation minimum. La generalisation des defini- 
tions el de la pluparl des demonstrations osl immediate. I I suflira 
denoneer les theoremes, quand les demonstrations pourront se 
ealquer s u r I <vs preeedonles. V oiei les prineipaux de ees theo- 
rem cs : 

i° 11 ex isle , pour ehaqtte ordre n, une expression l ripo no- 
met rique d^ approximation minim rim. 

a 1 ' Si r expression T (;/:*) dd ordre fn est dd approximation 
minimum pour la function periodique f(x), on pent assignee 
‘in ~b ?>. /mints, contenus a id intcricur dd une me me periode dd am- 
plitude o.tc, oil recarl f — T attaint ses valours extremes z:t. p 
avec alternunce de si "ties d' 11 n point an suiva.nl. 

II faul i(‘.i preeiser quclques points de la demons! ration. 

Divisoris line periode, r'est-a-d ire 1111 interval I e donne (Tampl i~ 
tudo ‘>. 71 , on inlervalles assez p(»lils pour que I’eeart v(x) : f~~ r V 
ue s’annule dans au<mu d(‘s inlerval les, 0, , cL, • • 3 /w , 011 il alloinl. 

ses valours extremes. Designons par e , , e a , . .., z„, les unites du 
sigue ( l o(.r) dans rhaeiiu de ees inlervalles. Soil o /n ^ , rioter- 
vall(*. eongru a 0, dans la periode suivanle, el , - Z\ Ionite du 

sigue de <p(.r) dans < . Le theoreme enon.ee irvirnt a dire que 
la suite; 

Eli 'JO * • • ^ E m , Z , t , | j £ j 

contient :>,//. - f - variations de signes. 1 Lai Hours, les tonnes 
extremes etant les memos, elle no pent en eonlenir qu’un noinhre 
pair. 

Supposons, par impossibles que la suite' up eontienne (jue 
AkfAti variations. Soil £/, rune queleonque d’entre el bus. 
Assignous im point ^ iutermediaire ontiv les deux inlervalles 
eorrespondauls 0 1 et o/^, 4 , qui soul, neccssaircnieut non eontigus. 
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So it £2* la suite dos •>./' poiuls ainsi eliois 

tons interieurs a la periods. I a\ lour! ion enliurc d’ori 

({;(./•) — Ei sin — — — sin'"' * • * i 11 — ■ 

aura le signe de v dims oliaquo in l <• rva 1 1 <• o*, , 

resuite, commc dans lo oas dos pol\ nonius d approx 
[’expression d'ordro n, I 1 I ■ i'l, donnerait unr aj 
meillcure quo T, a condition do dounor an nomhir 
valour suflisiunmont politic 

d 0 JJ expression d'ordrt* n qui don nr ia meillet 
mation def(x) est unique. 

4° La propriety V est caructerisfit/ue ; une *\v i 
fouvnit des t* carts de stint's after/ies et de mot 
V approximation eorrespondante at *>// \ •> points 
con ten us d V int.erieur d' une period*'. n'est a it t re que 
d' approximation minim urn . 

71. Borne inferieure de la meillouro approximation 
trique. — V la regie du 11" ;>7 pom* los poUnmnes o< 
regie suivantc pour la representation t rigonoiuet riquo 

Soientf(x) une function de period*' or. et S un* 
1 1 • i go nometr it f u e d'onlre n. Si f S premL ace* 
ahernes, des valours ahsolues .f et 1 on j *» points 
at non equivalents (Tune meme period #\ aim's */ es 
inferieure de l approximation minimum, 

72. Meilleure approximation d’ordre // nur un <’ 
a/i4-a points. — Res resultals oblemis dans le (!ha 
dent, quant a la representation par puRuonies stir i 
do points, s’etendent a la representation t rignunmrtrii 

Une expression trigonomelrique d'ordre// pent <*h 
la forme 

a 

H (r i ~ V a i t u.t, i ^ 

aveo la condition que les eoeflieients a h h a k Murni 
mures conjuguees pour quo R soil reel. 
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Gonsiderous un ensemble E dc :>./?. -•{- :>. points, 

( Ifi ) •'* i < .r 2 < ...< , < :r ,„ ., , , 

non equivalents el eonlenus dans one memo pcriode tc. Soil 
f[x) one function; nous allons prouver quo, panni les expres- 
sions R(;zr) d’ordre ji, il en esl iiiki T (.■/;) qui doune la meilleure 
approx imalion de f(.r) sur I’eusemble E. Celle expression T esl 
dit.e d’approximalion minimum surK, el. nous monlrerons qu’elle 
esl unique. 

Proposons nous d’abord le probleme plus general de deter- 
miner R(.r) el Papprox i mal ion eorrespondunle p' sur E, par la 
condilion quo les n | :> reacts aux points suecessifs de E soienl. 
dc mriiK's si^nes <9 dans le memo rapporl quo les :>.// | :>. noinhrrs 
d mines 

l *U | f/ :i , ... 

Les lellr(‘s u desi^uenl ties nombres posilifs on ne^atifs dc mo- 
dules, i, mais run uu moins dc module i. 1 Is son! precedes (Tun 
sif>ne altcrnatif pour la rommoditr des raleuls ullrrieurs. 

Nous axons doin' a determiner rj el les •>, // -|- i roeHieienls a 
de R(.n par les •>, // | •> equations linen ires 

n 

1 tif,, } l- \ (m ' I 1A // i-I). 

A n 

( le sysl erne a pour determinant. 

I til C ,M V t‘ n 1 -*V' ... 

H : u * c n r, t t , tt l.»v 

Soienl A,, \ Ul i A ;l , ... les mmeurs relalils aux elements 
de la premiere rolonne. Nous axons 

h A t // 1 i A we ; ... j V.,, , 2 it ..,,, , a . 

Calculous le coeffirieut Nous avuns, en exeluaat la let tin* X/ t , 




r f * *'.»v 


\a '■ 

/* " ‘ a 

f ft 1 X-it 

ftn.vj 
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Designons par «n prod nit. <|ui s'. : t«-nd a Ionics 
sons de deux indices X, p diltdrenls de k awe la cm 
II vient 


A/,== 


n(x x -i -.Tj-I- 





Designons encore par c<> I<; nombre ties iartrurs <lu 
(nombre qui esl independant de /.I, nous obtrmms 


A/, : " ( ’>./ )<*' A/, 




Tous les lacteurs dlanl posilifs, \ h esl ua nmubiv 1 
Resolvons mainlenanl b k svsleme par rapport a 

, a 1 f ( * r , ) — a 2 y 1 ./• ) - ... \« fl , •! /» , 

^ A 1 /Yi i - A3 a- ... * A •»« » *? 


el, on supprimanl le laeteur I'onmum t ) f “, 

, t\[ j ( .r, ) - A « / 1 ./’a ) • ... \ 

*' ^ Aj r/-t l A j a 2 t . . . * V,. w , 3 "'in 1 1 

Les quanliles A/ soul reel les, posit lus et non no I 
mule, eulieremenl analogue a la formule t 1 » du n“ 
les polyaomes, conduit au\ menu's eonsrqueures. 

Lapproximaliou minimum se realise en laLant t< 
a ±1 el du memo signe que le uumeraleur de 1 i 1. 
lion minimum 0 sur H si‘ra donnee par ta lonuub* 

/ v 1 Ai/( ;r i ) A i /( x . x 1 \ * r i »i 

P ~ ’ A', A -i " A .* if j « 


Cos formulcs conduisnnt, roinme duns b* r.u d 
aux theoremes suivanls : 


i° II existe une expression (Venire , // e/ ////*• 
/a me ille are approximation sur tin ensemble K de 
elle four nit des e carts de tneme module et de si *• 
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eti deux points eonsecut ifs <le li, of cotie propriety la car an- 
te rise. 

->p U expression d 'ordre ; n </ui. don no. la me ill cure approxi- 
mation s u i ' an ensemble K de plus de \\n points \ou dans 
an inlervalle ( a , />) |, est cello </ui do/tne la meilleure approxi- 
mation s ur \>.n points de F | on de [a, /;)|, c/ioisis de ni ti- 
nier e </ue cello, meilleure approximation soil la plus grande 
possible. 


71). Th6oreme. • - Supposons <fue f(z ), de periode t>, r . , soil 
line function analytique de z - • x ~H y /, holomorphe dans la 
hande eom/irise entre les deux horizontales y ~ ~ :h Ip el do 
module * IYI sur cos d mites; alors si f a pour meilleure 
approximation p 0 sur tin ensemble. 1% de ■>,//• + :>. points reels 
non et/uiea Jen is, le plus petit court 3 de deux de ees points 
vert' f it* la con d i t ion 

i (> 

° M 

Nous pouvons supposin' qua las points ./q., da 

sal isfassanl a la condition 



O , ./*j ... 'O’* ft ) •> * -I *3 


Appalons, an alur^a, distance de deux points Xi ul X/> da K 
[’expression 


• x t - ./*/, 

‘•in 


el. dasi^nons par r, t/ ( la pmduil das distances da x/ t au\ aulivs 
poinls da K. I /a formula ( *>. > nous donna 


/t ./*( i /• ./* , i 
r.i j m, 

i i 


/( .r,„ r? I 
t v. 

I 


fit , rr r., 


’ ■j v i ■* 


Soil K, (’ensemble oblenu an supprimant Tun das points 
extremes de H„, par example ./q ; posons 




/< x » /’« ./-j i 
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accentuons Ies produils rclalils a K, • mans, m 

polynomos (n" 59) el on oliscna.il quc Ics sums 


(.lules ^ i ? 


po • ’ pi : 




i 

77C, 


/< .'Vi 1 

w i 

i 

I- , ; 

m. 


A ,r ) 

r;u fl , - 


Celle fois, le nombre p t , delini par retie lonmth 
meilleure approximation <1<‘ t / 1 Sl, r I'm-* | mnv ( l ur ^ 
points de E, est impair. Mais (‘(‘la nVmperhe pas < 
la reduction, parce (pi<* pi no change pas tpiantl «m n 
cello form tile, J\:r ) |>a r / ( ,/• ) * <t • * bi a, en (diet. 


parce que cello soniini 1 no dillere < j u < * par un laetei 
dcveloppemenl cl u determinant 

{ f-'.H llJT,/ f> « " X y t 

j f * Ut t ).ty (> n Alt j 



suivanl I<ns elements <U; la premiere column*. < hi s’ 
des caleuls lout pare i Is a mi\ du n" 72, < )r rr de 
mil, parce ([tie la (// | i )"‘ n "‘ eolonne est identique a 
Posons done, <‘ii general, 

r , //. i 1 a* i A i»a’( ‘ 

. a* 

MU 


Desi^nons par p* (’expression analogue a p„ el p t , 
a. i’ensemlde E*(.tf*+n • ••■> ^ an+ a), <‘l qui est la meill 

nmliou (Fordre n — ^ <le/*(.r) stir I*b lorstjue L v 
a v ons 


el, de proclie en prorhe. 


?/> • " //. . t 


/3«* 


lei p 2w esl la meilleure approximation (Fordre <> de 
seiublc de deux points seuletnent E aH Ar a / M t< 


done 


P 2 n | f'l il ( 3* 2 // l- 2 ) j 2 n ( •'*■2 /M-l ) |- 

Soil, en general, M' 2w le modules maximum do f\ ln sur V axe reel; 
il vie nl ainsi 

' . .. , . . M' 2// 

P() ‘ -v, p2// ' ( ' r in \ 2 1-1 ) ~~ t * 


II faul. mainlenanl evaluer M!^. L)esi<;uons, eu general, parM* hi 
module maximum de/* dans la bande comprise enlre les horizon- 
tales r = />, maximum aUeinl sur ees drnil.es puisque fk esl 

holomorpho (il prriodique. La formule 



(Ton, (hi pro<ih<‘ <in proehe, M desi^nanl M 0 , 



Pour evaluer la derivee, ddsi<* nous par 0 h* (ioutour du rectangle 
rompris enlre les <h‘ux abscisses :r ; 1 tto! les deux ordnances “b b . 
On a, par la iheorie des resides. 


f'in ( * ) 
/a //(•*’> 




Mais les inlc*;rales sur les cotes vertiraux se drtruisent (a cause 
dr la pdriodicile), les intej»rales sur les cotes horizoiilauxy ^ : b b 
suhsislent smiles; el il vieut, par le theoreme de la moveuae, 
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On porte cello expression dans la borne de o 0 , il viunt 

/ •>. \ *' M ^1 

pO <C ( J '2/M-i ~~ 1 1 M ^ /, J j (i * 

l -V '* •* 

On peui aussi faire la reduel ion do lYnsomhlo on reiranehanl l<\s 
points sui' la droito,ou eneoru sur los dou\ extrrmiies suoressivo- 
mcnl. On a ainsi, quel quo soil /, 



ee qui revionl. au theoreme lininuv. 

7-4. Corollaire. — - Soft /{>*') continue ct firmn/ttfuc ; si s in 
nieilleui'C appi'oxinuttion d'ordrc n cst p <> sur tin ensemble. E 
de a n -f- points not i et/m\'(de/its, an prut r/i rondure nno 
borne inferieure de l 1 court de dens paints dr K. 

En efleU soil, s uti nomhre post t i T , Nous potnons rous- 
tru ire line expression I ri t i>onmndlrique S d’un certain ordre, telle 
qu’on ail;, sur I’axe reel, 


La meilieure approximaliou d’ordre n <lo S sur K est clout' 


?u : 


Alors, enverlii du theoreme precedent, It' plus pot it rear! ode 
deux points de E <\sl. superieur a 

, Hi /I h *»'■>. 

! > Ti (- sh .. I * 


oil IYI os l lo maximum du module de So mu* le> droites y * ; Ik 
Le cl i o i \ de b rente arbilraire. On le rhnistrn do imtniere a petulrr 
cetle home aussi grande que possible. 


7d. Determination de la meilieure approximation d’ordre //. - 
La determiuatiou de la meilieure approximation tri^ouometriqur 
<1 ordre /f, sur l uxe reel, d uue lonetion periodique donuee jd) 
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! mo o mil oipio a oclui de la ddtermination d u polynonu; 
,iou minimum dans tin intervalle. II so rosout, an 
titude assign©, nu moyon d’uii nomhrc limito d’ope- 
011 pent fixer a priori. La metliode so jiistilie, commc 
les polynomes, on s'appuyant sur les tlieoreines uni- 
que nous avons otaldis ei-dessus. 11 est inutile de 
tie question dans le detail. 

; enfin (pio lo llirorcmc de ML Horns to in (n° 68) s’etend, 
e iiiicuiK!, a la representation l ri^onometrique, et. pool 
memos services quo dans la recherche <!u polynome 
lion mini mum. (lette extension n'a pas ete laite par 
mais <‘lIo no presente auouno diflieulte. 

3ur© approximation sur un ensemble de points equi- 
Uevenons d'ahnrd a la meilluure approximation p sur 
‘ I 1 " d<‘ •». n i a, points 

**’i ■ j-s •:,* 'Ts/m j, 

onts el inlerieurs a une memo periode, e’est-a-dirc a 


e d’orij; 

ine 

arl 

[>it 

rain* el. d’ 

am 

plitude : 

>.t:. 

> par S( 

» 

i’c 

M‘ 

rossion onl io 

re 





x - 

x 

1 . .o X 

-> 

. ./ 

• j 

r 2// 1-2 

S (>);; : 

sin 



"" ^ 

-sin — 

• » 

• 8111 - 



>ro(l u it 

, < : t i 

l‘U( 

in 

a tons les 

CO 

uplos 

i dindiees A, a, void- 

dit.ions 

y- - 

0 / 


'>n (■'<, 








n 

r a- . 




( n° 7t 

) 








\; v : 

I 

i 

sin 

‘O. •*> , 

< — 

<)'■ -J 

II 

- » 


1 

i k 


j. 


D 

( *a 

J 

lo, (LO, < 

dii i 

11° ' 

i % 

f nous donn<‘ 

done 

■ la 

suivanto : 


ft 

.r, 

i 

./ * ' r Z > . 



J'vt 

ill 

■ • p r- 

h'i 

•Oj 

) 

S' ( .r 2 > _ 

— — 

S'i 


ia)^ 


S’i 

1 

i 

i 

S'u/V) ! 


~~ — 

* r 2// 

*■ 2 ) 

oro ap| 

>1 ic 

a l> 1 

0 J 

an (*as "t : 

: riei 

ral (* 

1“« 

los points so ion t 


on non j. 
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Arrivons mainlenanl.au ea s parlimlior mlorosso. Sup. 

posons quc les points tic l’onsomMo 1'- parlagont la ju-i-ituU* en 
parties egales, dc sorlc quo I’cqnidislancc des points .r„ 

so it — — . Dans cc cas, S (.r) admel lcs inrmcs r.u'incs quo l a 

Jl I 

fane lion 

sin ( n i - 1 ) ( x - r i * 

el le rapport des deux, fond ions est horn<\ car mi \drilie de suite 
(ju’il lend vers une liuule finie quaud tend \ers I mliui inui^i- 
naire. Done le rapporldes deux louetions ext itiu 1 mustunte h el 
Ton a 

S ( sr) -= h sin{ n ii(.r x t i. 


L’equulistance des points riant — on mi enurlut 

S'(a?i) = + \h \ \\h. ... 

Ces valeurs soul de nfame module (‘l de si^ues ultenies. La valour 
de la meilltmro approximation p so redtiit a 

|/(^i ) '-/(•'•«» •»■*. .. /‘An,? o 

p _ - 

De la, le tlieoreme suivanl : 

La meilleure approximation dr /i ,n, dr period*' ?, t:, par 
une expression trigonometrujur (Cord re n y sue tin ensemble 

dr 2 n 4 - a points x<±, r. iM . ta * non a/ents , */f// /wr- 

tagent la periode en :>.// {- y. parties < ; pales, est la moyenne 
arithmetic] tie des 2 n p *>. valeurs f[xdu / i - u f /f>n), 

— Cette moyenne est than' une hut nr i nferirure de 

la meilleure approximation d'ordre u pour x nod t/ueleotupuo 

Celle moyenne pent rttre misc suns une forme mtrrrxxante qui 
se, ratlache a la serie de Fourier. Suppnsmix J'\ v 1 drveluppalde en 
serie tie Fourier convergent e ; 

f ( X ) r~ - (/ 0 ' i ( Uf t I’tts h X » ft}, si It / ,r I 
i 

Si nous posons 

■ a A— ih k , a K , ih, 

a 1. rss . ..... 
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io 5 


e or ire 


/(*) 


a). e h;vi . 


s maiiUcuanl, I ensemble des points ecjuidislanls x {J 
el supposons d’almrd x { = <> 7 auquel cas 

( m — i ) tt 


-*V" I /(:r,n)rt 


oo *2 n i- 2 

1 «*2 

/ ‘ oo rn : I 


I'// 1 ) />. TC / 

1 /i-M 


u lliple impair de n | - i , on a 


IW 1 ■/. TC / 
. i'yn i t * ft f l 


■2 // “(• 2 

1 2 ( “' v " 
/// 1 


1 ( — l)w-l r= a 4 /i - 4 - vt. 


aulres eas, on a 


» 2 

rn r> j 


(/;»•— | |/ 7 C/ 
1 /H I 


^t. 2 / TC/ ™„ I 

7. 7Tr *"“* 
- r" ♦ » — i 


oo op 

„ j )^y( X m ) r*- -» C/|*2>, | |n« Mi — ^t2A t !),/* > 0* 

A '■« » 

remr sui\aal : 

^riodique est develop pubic rn serif* dr Fourier 
la mrillrurr approximation trigonomdlrique 
' t 1 ensemble K des t>, n | a points , 

t: v* ( */// h I )tc 

// i I ’ // i I * /i 4 • I 

ssion 

• f> - p i j - i- Un ji | jj-l- ^f n/M j) 4*. . . , 


I0 g crumnt'. vn. 

Le cas oil le premier point, do. I’onsemldo K o*t ./•, ( an lieu dec) 
se ramene an precedent, par le elianijeiiiont do ./■ on .e Or, 


on a 


OQ 

V( (tf C c^Kr i * /'/, Mii/id'iinis/,/ 
i 

80 

_j~ V (-- ttk sin/. ri ! t*<»s/ .rj t sin/ ./ 1 . 

l 


De la, le ihdoreme suivanl : 

La meilleure approximation tFonirr n dr j\x\ stir Von * 
semble E des \\n~ -l- a points. 


(E) 




ii - i - 1 


a*, -o * 


/i i i 


r t 


r) n i i > rc 

// t 


a pour expression 




f — i ) <•**** ( ** /■ ■ ip/< 


> = 0 


■ I ■ />(UI J rt , ii siui .* > i I M // } i t.r, |. 


77. Nouvelle borne infdrieure de la mmlLmre approximation 
trigonom&trique. * — lAevenons eneore imr bus a la meilleure 
approximation p pour I'ensemble do toutes Irs \alrurs reellcs 
de x . Le ihdoreme qui lermine le ittunem ptvrrden! rn lournit 
unc home inferieure quel (ju<* soil et rette borne so presents 
sous forme d’une serie trigonometrique on i LJmisissons x { de 
manicre a ma juror le premier terme et rempl.irous tons Irs sui- 
vants par lour borne inferieure pour ./ , i[udrom|iir ; aims oble- 
nons le theoreme suivaut : 

La meilleure approximation triganomrtritfar d'ordre n 
pour une function prriodii/ur^ drrrloppa tdr m serie dr Fourier 
convergence , ad met la borne infrrieurr 

m 

s/afi p i 4- bft , j \ (f \> , i n * t 1 b\, , j „ , j 

>. i 


pourvu que cede expression soil positive. 
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cs homes quo nous venons tie signaler sont distincles 
co n t re e s a n t< ■ r i e u r e i ne n t, . 

nation des r^sultats precedents & la meilleure approxi- 
Dlynomes. — (/approximation de /(./•) par polynomes 
ille (— - 1, -+~ 1 ) revieuf a ['approximation trigonome- 
‘osep). Nous venons <lc voir que la meilleure approxi- 
00s co) sur leusemhle 

7U a TT ( ■>. // -f- I )tt 

<>, 7 — 7 — 

n - h 1 n i • i n -I- 1 


/’(eoso ) - f ( eos ) • 

V H * / 




io ) el ./( cost:), les l.ermes soul, deux a deux egaux. el. 
ie | eeu \ a egale distance des extremes quand on sup- 
>) |. De la, le llu ioreme suivanl : 

ure approximation de /(.r) 7 par an poly no me de 
r Fensemble K des n ■ f- :>. points , 


7 T •>. TC m c 

COS'— 7 e.OS— y ' ' ' 7 COS— 7 I, 

//■II // ! 1 11 H~ i 

ess ion 

tI^"’ /( kus /. Tt) "'•^( l ' <,s /, 4 rr) ”■ • • 

temps cede expression est tine home in ferieure de 
approximation dans V interea lie i, -j~ i) conic - 
/m/// 1 aussi Ini dormer la forme 

1 " P r "" ; 1 1 -1 ■ Uaj// it, i'* Us ( // n) !■•••» 

' /e.v constitutes de Fourier de /(eoso), 7///’ estalors 
u doppahle en serie de Fourier convergent^ ( 1 ). 


ostein domic des residues analogues, sauf quelques inadvertanccs 
f 'order de Ut meilleure approximation des f auctions conti- 


io 8 
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79. Exemples simples d’approximation trig'onom^trique 
mum. — Delude des functions analylique* iournil des exempt 
remarquables d’upproximation miuiinmn siir losquels nous rrviea- 
clrons plus loin. Mais nous pouvons ind icjikm*, des mainteniuu 
quelques exemples iuslruetifs. 

i° ^expression trigonometrique <l\>rdre . // (jtti donne la mci|- 
leure approximation du lerntc d’ordre n j i , 

a :eos( \n -h i ),r i It sin ( // n.*\ 

est identiquement mdle. 

En ellet, posons a r eosa, h r sina; <*<M t < ‘ derniero expres- 
sion prond la forme 

r cost. n * i in r % i. 


EMe proud u/i + fois ses valours extremes ■ /• nun* altomauco 
de signes en. des points intericurs a one undue periodr. ( d* sont les 
valours de I’eeart pour rexpression approehee T o. Done o esl 
d 'approximation minimum, 

Le imbue raisonnement monlre quo Ton omnait aussi la 
me i I leure approximation d’ordre// pour la function d’ordre n H ; 

n I 1 

/(#) ~ eos/.r i h h sin/. ./•. 

/. •> o 

ij expression <1 approximation minimum est 


I ( ,r ) ‘ ~ <*(»s/ ,r f h} silt / ,r 


ecarl, est 


/. 0 


tp(^ ) — . a n , j eosf // o • j ),r } /<„ ( , sim » » j t,r 
■ [ I ’approximation a pour valeur 


p - ✓"//»! * Kn- 

.5° (Jn exemple <l’im am re fp‘niv nous est .lunar par la foncti.m 
saus < oi ivu, <1., Woiorslrass. i\ous alluns nmntrrr <ju'ou ra cim- 
,,SUl . eX l )l ‘ essl<ms l(!s plus approrlires pour tons !rs or.lrrs ('). 

SoienlaunnomI.reposilif. A nn numluv rut irr impair > 


(D S. Bkrnstkin, Camples rend as Acad. Sr 
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e YVciers trass 

00 

/( x ) = ^ n cos b» l x 

/n = 0 

110 expression d’approximnl.iou minimum d’nrdre «, 
; / | • 1 premiers l.ormes do cello serie, a savoir 

T(.rj — a cos4>"'ar, 

0 

rmine par la condition 

M ' . n • \ f>k * 1 . 


eearl, (pti a pour expression 


90 


4 1 1 


(‘OS /> w ;r. 


valeurs extremes aver, allrrnnnre d( i signe mix 
eonsreut i Is 


.r' A 


\tz 

pTT 


(X ’ 1, ->, 3 , 


a />* 1 1 ) 


at ion correspundanl e esl, 
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FONGTIONS ANALYTIQUES PRESENT A NT !>KS SING 


HA KITES 


POLAIHKS. 


80. Correspondance entre les series do Fourier «vt do Laurent. 

Soil f(s) unc Ibnetiou perinditpie de la variable rum- 

|)lex.e z — x -f- yi Supposous (pie retie tone! ion soil bolniuorphe 
dans la bande <1 u plan 3 eomprise ruin* le^deuv droites r ; A, 
parallelcs h 1’axe retd. Sou developpejnent en M*rie dr Fourier esl. 
de la forme 

/(*)-■- A.-+-VA*, <u «•«»/.; • '•in / 

t 

Faisons la subslilulion 
0 ) ' ,s/ - '■ 

Cette substitution trausforme/i z ) tlans one Hurt urn *m f i qui rsl 
uni forme, a causes tie la periodieile. 

Quantl 5 varie de wiz sur I'axe reel, ( deerit It* ernde de eettlrc 
uridine el.de rayon i . ( hiarnl 5 vane tie •> .r. sur les droit es \ 
t deerit, I es eereles tie rayons e A et t ift , I «a M»b*d ilttl ion U> fail 
done eorrespondre a la bande tin plan z eomprise enter le** deux 
droil.es y ~~ rfl la eouronne eirculairr du plan / eoinpriM* entrr 
les deux core. les de rayons e l> et r b ; et z t /) rst holomorpbe dans 
cctte bande. 

Par la substitution (i), It* lenue "rnernl du tle\ tdoppenient tie 
Fourier devitml, 

A/. r * «\ t K -i /'A * 4 v 


( 2 ) 



ONCTIONS ANALYTIQUKS. SINGULARITIES POLAIIUiS. Ill 

doppeinenl, de F mirier de f\z) se transforme dans 
) suivaiil, 1 1 ‘ s puissances positives el negatives de /, 
:n sene cl Laurent, convei'^ente dans la couromie 
nsideree. Par consequent, la serie de Fourier de f(z) 
iver^ente dans la ha tide correspondante. Nous aliens 
onlre de grandeur des coefficients el. le degre de eon- 
la sene. 


bme I. - - Si f(z ) de periode :>.tz rsf. fiolomorphe el 

dale soil f M dans la hande comprise entre les 
s r ; zh h, a lars, pour z red , le module da ferine 
a serie dr Fourier rrri/ir la rond if ion 

| A/,| . a Mr 


us le Imiu' general ( •>. ) du d< : v<doppeinenl de o(/) en 
‘ent dans la emmmne. SoientG, J<e (Circle d<‘ rayon c~~ h 
le d( k rayon t ,b tpii liinilcnl la eouronne. On a 


1 /* oil) dl 

7iTtJ Vi ^ W i 


i>\ \ 



dt a 

T 3 


I "VI 

\<>\ I 


«. A*. /" A' 


.AL (' 'J'.\ m,. 
•^•vj 'I 


A* 


47* • 

■t 


el, j A/i | nr surpasse pas la sotninc <h k <*( k s deux homes. 


•dme II. «S7 f{z) esl holomorphe el de module . ft I 
m/e comprise enfre les drier droites y : dz A, A/ 
V Fourier domu\ stir I'a.n* retd , ////r approximu - 


llei , 


a 

”• i 


// 


y 1 , a/, 


N ’t j> Will/' 

► 7 M e ** • a M — — r ^ a M 


i 


i. A 




larites polaires. Decomposition de la partie principale 
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CHAPITRK VIII. 


«n Elements simples. — • Nous a 1 Ions maintrnanl et tidier ronuneiu 
se comportc la seric de Fourier lorsqur j{Z) admel drs singula- 
rites po la ires sur les droites j- Ik Nous drvons d'ahord me lire 
sous la forme la plus eouvenalde la parlir principal.* dr la (oneiion 
au voisinagc d’un polo (I’ordrr r. 

La foncUon/(s) esl. supposrr rrcllr a\rr z; par consequent, lc s 
poles sont conjugues deux a deux el, si s tt } />/ est uu pAle, 
z = a — hi en esl uu autre du menu* ordre. Urterminons la forme 
<le la parlie principals de / [z) au Noisinagr de deux poles conju- 
gates a zb hi. Fn cdiangcanl au licsoiu r* en z \ a, res poles 
de vienne til rfc hi. Considerons les deux fonrlious 




/(*'< ■/< 
sin z 


Ce soul des functions pa ires de period.* an, dour drs Ibuclions 
uni formes do e.osj. Stipposons qu’ellrs admettrnt les points 1 hi 
comme poles de degre /*; nous a mams 


/(* 

)+/(---)._ A,, 

. 

: '|U3 


•.). (cos s -- ms hi l' 

(Sis 5 (’us fti 

f(= 

n„ 

It, 

■ J ( m 


‘X sin z ( ros z cos/uV’ 

ens 5 ms i*i 

f V.( 5 


les four lions ^ el y elan l. Imlomorphes au \ oisiuagr drs points f: hi, 
Multiplions la sccnnde equation par sin 5 et ajoutoits; nous ohle- 
nons la parlie principalis dey(3), decomposer en one soinnietle 
tenues (pie Ton prut eoustddrer coniine des t'lrmmts dimples : 

A o f- li () sin z A | i It | sin ^ V, It,, sin ^ 

((‘OS z — cos 6/ ) r ((*08 5 -cus hi ) 1 1 nis 5 eos hi* 

Si le pole esl (lord re r, tin au moins drs coefficients \ tH B ( , nV.st 
pas mil. Si les poles cnnjugties sont ;* a *t: hi\ on cltungcru 5 
en z — a dans les form tiles preerdentrs. 


84 . D 6 v eloppement des 6l6monts simples en serie de Fourier.— 
Le (level oppement en stum* dr Fourier de la parti.* priueipale 
chf(z) dans le domaine d’un pole nr prdsente auettm* di Hindi. 1 . 
On Foblient, coniine il suit, presque sans ealruls, si le pole H 
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/> un nomhre reel pnsitif; on a 


A) 


I _ I - {* z ‘ h ' 

7 • r z/ h “ ( i — <*=* r *7( i ~ ( r^nr ) 

c h - (■ Zl eh h sh h cos z -4- / sin z 

r J> -i- c h cos c. ‘i ( ch b — cos 3 ) 


e la 


V ,.*(«/• A) 

jLk 

/. 0 


sh h -I- i sin c 
\>. ( c h h — cos .3 ) 


mil his parlies reelles cl i inn "i unices, 

00 

sh h 


\>\ ell // — ■ COS Z ) ‘1 

sin z 

?.( eh b — - cos z j 


- -1 V <• W'nis/,;, 

4-1 

V r ^ sin kz. 


mined ial emeu! de In eombinaison dr res deux equal, ions 
lenient en serin dr Kourier dr lYdemenl simple du 


hr : 


A *1 ■ B sin z 
cose. - ('h h 


ippemenl dr I'element simple d'ordre plus rleve esl tin 
mpliqur, ninis le ralrul sr fail par de simples deriva- 
[lomie lieu a nueiuie d i flint lie. Posters, pour simplifier. 


eh A ///, 


<Jh 1 

dm sh6’ 


s, on derivant r i fo i s par rapport a ///, 

1 v, 1 t r 1 d r 1 e kh 

■■■■■ — -7 > - - - cos/r z, 

( m - - cos z )' f r —■ 1 ) . tint*' 1 sh b 

/, 1 


I m cus j 1 /’ -*• i ) ! dm 


— ^ e l ' h sin/- z. 

r 1 ' j 


tM‘lh‘m(‘Ut in til i le d ell eel tier res dr rival ions. II esl plus 
de determiner la \aleur prinripale des eoeffieieuls de 
nr h >D. Or <‘t‘lle \alenrest manifrslement rrllequ’on 
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Ilf 

obtient eu derivanl in — i fois de suite IVxpouent ielle e *U)n 
tro live ainsi que 1 es coellicieiUs de cos A <‘l d<‘ sin / ... <>nj respeo- 
tivement pour valeur asymptotique, pour / : 

.> f c r I ,» -kh •» / >' 1 r hh 

(/• — i) ! (sTl/7)» ,, \r- i)\[sUh)‘ 1 

Si Ton considers Ic terme (Pordre k dans lr d( ; \ eloppmneiil do 

A i B sin.r 
(ch/> — ros.r )* 

on voit que Ic maximum de son module pom* x reel a pour valour 
asymptoliquc 

•,>Va<h {h 

( /• — i ) ! t sU h ) r 

Ces di verses expressions soul de Pordre de /' 1 a (a*Ue con- 
clusion subsisle, quelle (pie soil la position do pole sup les 
droit.es y=±:/>, ear on passe du eas partieulirr trail* 1 ei-dessus 
an eas general par le chaugemeut dr s en z <t . 

II est mainlenanl facile de demontrer le thcorome suivant : 

8 o. Theor&me III. ■ -* Si f(z) est tadomorphe elans la handc 
comprise antra les deux droit as y ' h at n'tx sttr res droites, 
que das poles comma points critiques , caux-ai d'nrdre r ait 
plus , a/ors , pour z ~~ ./*, hr somme S H eh* Fourier donna urn* 
approximation 

p, " tin 1 1 1* 

oil h est unc constitute par ranport a n. 

Kn diet, nous pouvons met Ire /’(^ 3) sous la fnrtue 

/(*)» P * 

oil P est la somme des parties prineipales relatives au\ divers 
poles supposes ei-dessus, el o(z) one fonetion holomorphe oi, 
bornee dans unc lmnde dehordant la preeedente, comprise par 
exemplc entre les droiles y *■ ( h \ g ). la* terme general Aa de 
la sc pic de Fourier de. j est la somme des tenues du menu; ordre 
dans les ddveloppements des diverse* parties prineipales qui eom- 
posent P et dans celui de Kn vertu du theoreme I, le terme 
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Drdre de e~ k{bJrZ) , et les termes relatifs aux parties 
rdre de /c r_M e~ kb au plus. Done leur somme A* 
Ire superieur a cette derniere expression. On 
;r une constante h telle qu’on ait, quel que 

| A/, | = hk’'-'e- kb . 

oo 

n ■+■ 1 

.me, on passe du terme ecrit au suivant en le 
xpression 



upposer n assez grand pour que \ soit <i. II 

oo 

|S„|< hn’-~i e-nb^yjc 
0 

- n 1 p~nb 

naniere d’ecrire la constante, est le theoreme 

ontre la dependance qu’il y a entre I’ordre de 
oximation de f(%) par les sommes de Fourier et 
it de f(s) quand 5 tend vers les droites y — dz h. 
>ntrer maintenant un theoreme qui etablira la 
le, mais qui s’applique a toute representation 
t pas seu lenient a celle de Fourier. 

V. — Soit f{oc) une fo action de periode au; 
r e admette une expression trigonometrique 
" e n\ T m telle que V approximation sur Vaxe 
que soit n, la condition 

Pn< y(n)e~ rib , 

onction non decroissante de n, mais qui finit 
zure a e zn , quelque petit que soit e, quand n 
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1 16 

augments indejiniment ; alors # /(s) < >sf l(nr Junction halo- 
morphe de z = x -\-yi dans la hands stun prise entre l<>s deux 
droites y = zb h ( frontiere exclue) el /'on a, tat supposant y 
positif , 

» oo 

| f(x ±.yi)\ < *<* f ’ I *(t\e [h > 1 di. 

Dans notre hypotlu\so, la tliHrmuv 1„ V N , p w «st 

line expression Iri^onomrlrique d'ordre n, dont lr moduli; r<;sLc 
(sur l’axc reel) inferieura 

'J> 0(11) f (n vt \ 

Nous avons clone sur I’axe reel, par It* theorem** general sur \e 
module des derivecs (n° 110) , 

| T;/*" 1 j - Tj/‘ | ' v.e ftf p n \n K e nh 
Considerons le deveioppement, pour ./• reel, 

f (x) l o -H ( I j ‘ C) ) *<■ * . . i 1 1 n 0< )**... • 

Celle serie esl indelinimenl derivable mu* Pave reel, ear, pom* 
mi ordre k queloonque, nous lormons la serie majorante 

|/ (/J (#)| < # ic A r?(i )<■ h I ' <p ( *>• ) <■ ’ u, ’d ... t vf/mr ,th td j 

Or nolle serie a uuevaleur linie, romme nous allons le moulror 
en la majoranl elle~meme par mu* inte^rale. .Nous a\ous 

v(n.)n*e nf > • / j o(/i i mw » t^e «-*•"■/// 

* o 

/ ,« i i 
'f( t I /O' ht tit 

' n 

el, par consequent, 

« * 

I f {k) ( X) | • ; 7 r 3/ ' j t \ P* r h - ill, 

* i 

Celle borne va nous penned re dr drliuit*y\ j dans ta baudt* [mr 
son deveioppement. de Taylor. iCsous 


M- 


il vlenl 


r i //, 
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Je dis que cette serie converge dans la bande, done si p. est <; b, 
car on a, par la inajorante precedente, 

1 0 xt ) k 

i 

k = 0 


00 

1/0)1 <ae 5A jf c-*‘<p 
J 1 


Or cette integrate existe pour jjl << b, car cp(£) est d’ordre infe- 
rieur a e zc par hypothese. Si l’on fait u=yi, d’oii ' =y, on 

obtient la formule du theoreme. 


Remarque. — On peat aussi supposer la fonction ®(n) non 
croissante. Dans ce cas, la majoration se fait en ecrivant cp(n — i) 
au lieu de <p(n), done f(t — i) au lieu de cp(^). II en resulterait 
a fortiori 

\f(xzt.yi)\<i'ie ilb C 0 (t)e- ( ' b ~Y )t dt. 

Jo 


87- Theoreme V. — Si, quel que soit n , f(x) peat etre repre- 
sente sur V axe reel par une expression trigonometrique 
d’ordre n , avec une approximation 

pn< 

oil r est un entier > o et ^(/z) une fonction qui tend vers zero 
pour n = oo, alors f(z) est holomorphe dans la bande comprise 
entre les deux droites y — ± b. Si , de plus, f (z) da, sur ces 
droites, 'd'autres points critiques que des poles, ceux-ci sont 
d* or dr e < r. 

Nous avons, dans ce cas-ci, 

o(n) = n'’- 1 ip ( 71 ) 

et nous pouvons to uj ours aclmettre que cette fonction soit crois- 
sante si r est ;> i , on decroissante si r est < i. Appliquons done 
le theoreme precedent ou la remarque finale; il vient, en tons cas, 

• dz yi) | < C t) t r ~ l e-(A— dt. 

Jo 


Quandy tend vers b, cette expression est infiniment petite par 
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rapport a 


f. 


V '- J e (It - : — • - 

(A ,r )'* 


et, par consequent, f{z) ne pent pas avoir de pole iTordiv /* sur la 
droite y = A. 

Comparons le tlieoreme precedent an I heoreme III, nous oh^ 
110ns renonce suivanl, : 


88. Thdor&me VI. — *S7 la function f(z », <Ic periotic est 
holomorphe entre lex droit ex v ■ * » b et n'tt sur res droites 
que des pdles comme points critiques; st\ <le plus , ['ordre 
maximum de ces pdles est /•, a tors J\x i tidrnet une representa- 
tion d' ordre n quelconque fonrnissunt , ,w/r /W.re /vr/, 
approximation qui, pour n . x, <\v/ d'ordre epttl nu infe- 
riear d 

' nr i e «*, 

/na/,v ce/ ordre ne peat e/re infrriear, ti restant urbitruire. 

On conclut do cc llieoreiue que, pour les lonctions eon.siderees, 
/ approximation obtenue par lex stnnmes de b nttrter est dc 
l ordre de la meilleurc upprorimut inti . 

II suit des theoremes precedents que Purdre de la meilleurc 
approximation pour n oo suflil, dans certains ras, pour decider 
l existence d un point critique essenticl. Par cvemple, si f{z) est 
holoniorplus entire les droites .k i h «>t si s., ni.-ilh-.m- npproxi- 
mat.ion est d’ordre inferieur a r <**<)» 4 |,„.| <{Ul . M ,i t ,, sans p ( t| r() 
jamais ddfinil.ivcnumt a n-'c <>'' quid cp.r soil aflirmrr 

quo /(s), supposdfi unilornn*, udmrt mi point crit iipie cssenliel 
sur les droites y == ±: b. 


8d. Approximation minimum d’un element pol&iro simple du 
premier ordre. — I/clcinent simple du premier ordre relatifau 
P°lc 5 = dz hi est le suivant ; 


A * It sin.r 
cos hi- ensj'* 


C’esl un fail tres inleressaut cpt’ii soil possible d'.-u ohtenir, pour 
c aque ordre «, I’cxpressiim tri-onometri.jue d’approximati.m 
mmimum. Nous allons former eelle expression. 


NOTIONS ANALYTIQUES. SINGULARITIES POLAJRES. I K) 

b posit i f <i, posons 

r|1 . . . t a •' — hi 

1 ( X ) = -- 'j.e fllx sin 2 ; 

expression Iri^nnomolriquo enlierc d’ordrc n -|- i . 
r ./• reel, ijl el. © le modulo el. Par^nment. dc 

. „ .r — bi 
— *>. sin- — ; 


'/ , . , . . % . . sin hi 

— • • ros( ,r hi ) — i «= ( cos.r nos hi — i ) -i- i sm x — - — ; 

( 

.1, le <‘arr<* du modulo a pour valour 

; e.os.r <* 1 » b — - i )*-\- sin*.r sli-/> 

:*.os ? ‘ .r eli- b •>, ros.r ch b • f* i -i • sin~.r( (*. I i - b — i) 

[rh/> cos.r)'’ 

r 3 (*sl determine par les equations 

ros.r rl> h i . sin.r sii h 

i *u . ? sm 9 ■ -7— r 

' <* ! 1 a - cos.r ( % li A> ■ cos.r 

iormules melleut on evidenee quo © vario do o a :>.t: 
do oa *>.7: ot (pu* o est. mu* (duoliou impairo do a?. 


T ( ,r } ( rli h ■ - cos.r) 0 ,,,r 1 

T(.r) . . 

rosi/iic i o) -) 1 sm ( // .r - 1 - o ). 

I a . (MIS./* ' ‘ ‘ 

rile est pain* ot la pai*li<* imaipnaire impairo. Nous 
poser, P, ol P 2 drsi^uant respecti\ emrnl d(*s poly- 
•os n \ 1 ot. n , 

T(.r ) - Pj ( ros.r it/ sin ,r P u ( ros.r ). 

>rs les parties replies ol ima^inairos dans Pequalion 
1 trouv(* 


P j 1 cos.r 1 
rii h — ros.r 
sin .r Pm i cos .r i 
rh/i— cos.r 


east /r.r o ), 


sin ( /i .r -! ^). 
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Posons encore 


Ri (cosa?) 
FU(cos#) 


Pi(ch 6 ) — P^cos#) 
c,h.b -r- cosa? 
P 2 (ch b) — P 2 (cos#) 
ch b — cos x 


R< et R 2 sont respectivement des polvnomes de degre a el n — i 
et les equations precedentes peuvent s’ecrire 


(3) 


PRch b) 
cb b — cos x 


Rj = cos (nx + o), 


i 

j sin^r P 2 (chZ>) 
[ ch b — cos# 


— sin# R 2 = sin ( nx -h cp). 


Quand x varie de o a 2tz, nx + cp varie de o a 2(71 H- i)tt et les 
seconds membres atteignent 2/1 + 2 fois leur maximum absolu 1 
avec alternance de signes. Done (n° 70, 4°) les expressions trigo- 
nometriques entieres d’ordre /i, R 1 et sin^rRo, sont d’approxima- 
tion minimum pour les fonctions respectives 

P|fch&) sin#P 2 (ch&) 
chZ? — cos# ? ch 6 — cos x 9 


et Tapproxiination minimum est 1. 

Calculous maintenant les valeurs de P,(cli&) et de 
Nous avons 


Pi(cos#) 


T (x) -h T( — x) 

— 7 

2 


P,(ch b). 


P 2 (cos#) 


T(#) — T(— - x ) 
2 i sin. r 


'Faisons x = bi et remarquons que l’on a, par (1), 

T ( b i ) = o, T ( — bi ) = — 2 e nh si n 2 hi — 2 e nh sh‘- b\ 

il vient 

Pi(cosZ>i) = — = e nt) $\i~b, 

p f T (—bi) T {—hi) , . . 

P 2 (cosZ>z) = r- . - — ' = yj — e” f >sh b. 

‘iisxnbi 2 she 

Done, en divisant respectivement Jes equations (3) parces deux 
quantites, cel les-ci prennent la forme 


( 4 ) 


ch 6 — cos# 
sin# 

ch b — cos 37 


■Ri 


sh 2 b 


= cos ( nx -4-0) 


sh 2 6 


R s sin# — — = sin (na? -ho) 
sii 0 K 1 ' 


hb 
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les mellent en evidence le lh6oreme snivanl : 
Elements simples 


(■In b • cos .r eh h — cosa? 


fspeet icemen t , com me expressions triponometru/ues 
xt ion minimum d 1 ordre //, les deux foncl ions 


t * rib t > -nb 

H| sh* A ’ si " J ' shT’ 

xi mat ions minimum corruspondant.es sort : 

rib «/; 

sir 2 /> ’ sik /> 

is maintenanl les equations (4) rcspeclivcment paries 
el B <‘l ajoulons. Bosons 


/ AHj BH, . \ 

(;fa ! 


S esl. d’urdre // el il vienl. 


sin.r ^ ti com nx ! • <p ) ( B sin t //.r l - <p) < nj) 
ros.r sh 3 /j> sh b 


\ ; cos a y/,V 2 t B*sli 3 A, 

BsliA sin it v ; A ~ i B 3 s h 3 7> ; 


qua! ion devient 

B sin.r \i \* \ B 3 sh 2 /> 

• — .s ; cost n X \ 9 * X) - • -- y ff w • 

eos.r r sn 3 /> 

nelnt le iheoreme suivanl : 

cure approximation de /’ element polaire simple 
ordre 

\ i B sin.r 
eli h — * cos .r 

> cession tri ponometritjuc (V ordre ; /* e.s7 

l ,, „h 

sh 3 b 
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90. Valeur asymptotique de la meilleure approximation d’un 
element simple d’ordre quelconque. — Posons 


ch b = m, 


db_ _ i 
dm sh b 


Derivons r — i fols l’equation (5) par rapport a m. Comme cp 
et a sont des fonctions analytiques de m et ne dependent pas 
de /i, la valeur asymptotique du second membre pour n infini se 
rednit an terme qui provientdes derivations successives de l’expo- 
nentielle e ~ nb , parce que chacune de ces derivations introduit le 
facte ur n. Ce terme sera 


(— l) /,— 1 C0s( 71 X Cp — a) 


/A*H- B»sh 2 6 
(sh by+ x 


-ni> 


11 admet done 2 n -1-2 extremes egaux et de signes alternes dans 
la periode. 

La derivation de l’element simple au premier membre de (5) 
donne comme resnltat 


(- O '- 1 (>'- 0 ! 


A -+- B sin x 
(m — cos a?) 7 ' 


En vertu de la regie du n° 71 , la meilleure approximation 
d’ordre (infini) n de cette expression est enfermee entre deux 
bornes, asymptotique me nt egales a la valeur absolue commune 
des extremes mentionnes ci-dessus. De la, le tbeoreme suivant : 

V approximation minimum de V element simple d’ordre /*, 


A -t- B sin x 
(ch6 — cosa?)'’* 

par une expression, trigonornetrique d’ordre < n 1 a pour 
valeur asymtotique ( pour n = oo) 


i B 2 sh 2 * * 6 

( r — i) ! (7h b)>'+i 


n r ~ 1 e~ nb . 


II est interessant de comparer cette approximation avec celleque 

donne la serie de Fourier. D’apres nos calculs anterieurs (n° 84), 
le terme d’ordre n du developpement de Fourier de Felement 

simple d’ordre r ci-dessus a pour valeur asymptotique 


A cos ns? -+- B sh b sin nx 

(r — i)!(sh6E 


n r-\ e -nb m 


2 
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ileur asymptotique de Fapproximalion correspondante sera 


2/A 2 +B 2 sh 2 6 vi , , , 

(r — i)l(shby jLi 3 


asymptotiquement, revient a 

r \//V 2 -h JB 2 sli 2 b 


< ' r I)! ( S h6)' i(e*— i) 


7V’~ i e~ nf >. 


eilleure approximation est done a eelle de Fourier dans le 


2 sh b i -+- e~ h 


ipport Lend vers F unite quand b tend vers Finfini. 
resultats que nous venons d’obtenir pour les elements 
; peuvent s’etendre a la fonction f(z) elle-meme dans des 
ez genera ux. La valeur asymptotique de la meilleure 
mation de f(x) sera connue si f(z) n’a qu’un seul couple 
s conjugates sur les droites y = zb b : ou s’ ii existe sur ces 
un couple de poles conjugates d’ordre plus eieve que les 


Application a la representation par polynomes. — Les resul- 
jeedents s’^tendent, par la transformation x — cosep, a la 
ntation cFune fonction f(x) en serie de polynomes trigo- 
iques et a sa meilleure representation par polynomes dans 
alle ( — i j -f-i). 

lecrit les di'oitesy = zb la variable x d^crit une ellipse 
rs zb i et dont la sorame des demi-axes est R = e^. Nous 
erons, en abrege, V ellipse (R). A la bande du plan o 
se entre les droites correspond, dans le plan x , Faire int^- 
i Fell ipse (R). 

ffira done d’enoncer quelques-uns des theoremes trans- 
Le theoreme II (n° 82) se transforme dans le suivant : 

x) est holomorphe et de module <C M dans V ellipse (R), 
ne S n de la serie de nolvnomes trigonometric/ ues donne , 


sur Vaxc reel , line approximation 

•> M 

p« “ i ) ' 

Voici imiinlenant, In t.lidordmc transinrme tit* l\ i n" HR) : 

Si, quel (pie soil //, J\x) peat etre represen te dans /'inter- 
valle ( — - 1 , -j- i) par uti potynorne de depre n, aeee une 
ap p i 'o x in i a t io n 

. <$(// ) , 

tl( 

od (p(/i)est une function monotone den , qni decient inferieure. 
d e m quelque petit que soil a quand n tend rers I'in/ini, 
alors f(z) est kolomorphe dans dell ipse t \\ i ( ' >. De j)lus ) 
si r < R, on a dans /' ellipse ( /* j 

I/o)K»k« I s(/,( '■ { ,/t. 

Voici 1c llicorcme Iran* forme dr \ I ( u” <S8 < : 

Si J (s) n'a pas d' ant res points critiques qtte d*’s pides sur 
ellipse (R) el que Vordre maximum de res pedes suit /*, sa 
medicare approximation d'nrdre n i n fun men t nrand sent, 
uijiniment petite d'ordre egaf ntt inferietn a n f { ; R«, muis 
cel ordre ne pou.rru pas etre moindre si n reste arid trains 

Passons mainlcnant aux singularity’s polairrs. 

Consiclerons la function 

i 

jp - o 

on a csl un noml>re reel <le moduli* * t. On prut foujours sup- 
poser a positif, car, si a eta it. ne^atif, on rhau^riait It* si-ncdcj: 
el. cel til <ie la function. Posons 

.r r-a costt, 1 1 rh U ; 

nous sommes ramcnes a la fount ion 


i 



( ') Celle panic (Ju iheomne csl due i. M. IteruMr.u . s,„ la mv.U.un- „,,proxi 
mat ion des fonchons continues (n° ‘M), 


FONCTIONS ANALYTIQUES. SINGULA HITES POLAIRES. 


I'2> 

s connaissons la nieilleure approximation trigonome- 
celte function (n° 89 ). De la, le tlieoreme suivant (*) : 

'tail. la me Me ura approximation de 


dynorne de degre n dans r interval le ( — i, 4-1) el 
leure approximation est 

__ 1 

^ ( cz 2 — i ) ( a h- a ' 1 — 1 )" 

considerons maintenant I’expression simple 
1 

( x - a y 9 

mi pole d’ordre r enlier, nous pouvons encore deter- 
valeur asymptolicpie de sa ineilleure approximation 
inllniment grand dans Fintcrvalle ( — i, +1). Cette 


1 n>'~i 

_____ " 7TT ~ 

(ft- — i) 2 (a ■+■ \/ tr ' 1 — ()'*■ 

mi (run pole reel, nous eonsiderions un couple de poles 
dans le plan x , la substitution x = eoscp introdui- 
ic on s J (Mi apcreoit facilement, deux couples de poles 
distinets sur les droites y ~~ ± b du plan o. Nous ne 
us on rtat do determiner la valeur asymplotique de 
vo approximation d’ordre inliniment grand n. Cette 
Jon est un inliniment petit dont Fordrc sen l nous sera 


eralement, si utic fonetion n’admct pas d’autres points 
ue des poles, sa ineilleure approximation, dans Finler- 
-j- 1), par un polynome d’ordre inliniment grand /i, est 


st kin , Sur la valour asy/nptolique de la nieilleure approxima - 
ctions analytiques admettaat des singularites donnees [Bull, 
h Udgique (Classe des Sciences, n*’ 2, M. Bernstein n’a consi- 

iroximation par polynomes. Nous vcnons de monlrer que Ton arrive 
5 plus complete dams rapproxiuialion Irigonometrique. 
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un infiniment petit . dont lYmlre est roimu. On suppose loulefois 
que les poles sont exterieurs ;m segment eonsidere ( i, • j- 

93. Remarque general©. — I ais poles soul < l< *s ras { >arli<ut I Jcrs 
de points critiques plus genera ux, (pie nous appellerons /)oints 
critiques d'ordre s { s fraetionnaire) et que nous cl udierons dans 
le Chapitre suivarit. Nous aliens utiliser dans relle etude des pro- 
cedes entierement d liferents des precedents, mais t j u i s appliquem, 
an cas des singulariles polaires. Nous serous ainsi conduits a des 
tlieoremes plus generaux qui eonliennent les precedents eonnne 
cas parti cm tiers (,v cnliorV 



CHAPITRE II. 

3UES PRfiSENTANT CERTAINES SINGULARITIES 
lES (POINTS CRITIQUES D’ORDRE s). 


preliminaire de la valeur asymptotique d’une 
nplexe. — Considerons, dans le plan de la 
un segment vertical PQ ayant pour extre- 


x -f- bi), Q[a (b -+- e)i], 

:s. Ce segment est de longueur e. Designons 
urn dans le sens direct, forme des deux Lords 
'un cercle infiniment petit decrit an tour du 
Lt^grale sur ce lacet : 

i r c p(z)e kzi dz 

7z J j [chd — cos(xJ — a )]'■**’ 

action qui est reguliere dans le cercle de 
PQ (ou e) et qui ne s’annule pas au point P. 
k et s sont des constantes et que 5 n’est pas 
nul, de sorte que P est un point singulier de 
\ Nous nous proposons maintenant de deter- 
nptotique de Fintegrale 1 *, quand k est un 
mente indefiniment. 
nent de variables 

z = a +• bi t. 

. fait correspondre aux points P et Q les 
Q r (t = ei) et transforme le lacet L dans un 
Ltourne le segment P'Q' de l’axe imaginaire. 
i precedent par une simple translation. L’in- 


1*28 
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tcgrale trails for mcc sera 

f—kb \~k&i r C p(/x hi i t U'kt* dt 

| A . _ “ j 0 |j ( } . ros( ! / ) p 

Par hypo these, sur JL/, on a le developpement convergent, pro- 
cedant suivaiit les puissances de / : 

Cp ( a —t“ />£* -+* / ) U 0 ! - <t j / -1 '/ •• / ' • ■ ■ • , 

^ 2 ' [ ch 6 — cos ( hi • | / ) p /•'’ 


done, q desigmuU mi entier posil.il et p. une lonetion de / ho rare 
sur L/, on a 


cp(a I- /;/ -1-0 
[ ch /; — cos(/;t • /)p 


V 1 

V 


U),/'* v • p/7 


d’ou 

( 3 ) ' 


// 1 


!/.=: ^ IS Mi/ax/ j fi 

A 0 ' 

■; 1 c M I **/ j p/7 >' #//. 


Prenons pour q le premier enlier posit if - s. Mors, dans la 

derniere integrate, q .s v est posit if, (*t v s'aunule mm* le rerele 

iuliniment petit de centre P'(/ o ) el Piute*; rale sur 1/ sr reduit 
a cedes sur les deux hords <lu segment P O' mu ( rt\ r variant 
de o a e). Soil M le module maximum de o ', on \oil, eu rear 
placant la quantile a iule^rer par son module, quo le dernier 
lerme dr la lormule preeedeule est de module Infmeur a 


«M 

TC 



VI *c dt 


OI I'll 3 tf 
"tT " ld"t 


s \ 


kt* ' 


Nous allous enust.at.er quo eetlr home esi inliniuifoil pelile par 
rapport a la valour asymptoliqur dcs mitres tenues dr la memer 
lormule (d). Cousidcrous done Tun d'eux 

m v ~kh « A a; ^ /), V f ,Ui dt, 

Supposoiis provisoireimmt A ,v . t , auquel eas F i n t c ; j;ra le 
est encore nulle sur le cercle iulinimeut petit dr centre P' et se 



nations analvtiquks. singularity non polaires. Vli) 

■ s sm ‘ ,(5S du so^menl. PMV. |> os ,ms 

/ — /v* 9 / ; 

5 1 csl ~ ~ <* ol -h^ii droilc clu soi**— 

) a i I I< mi rs, sur Ins < I <mi x Imrds, on a t : //*, J/ j ( ] r 

r<i <> ol s. 1 1 vionl. ainsi 




r {) 

I /•>.-.* r-kr c { r 


*e 


71 / * 

.—(A a" i /’ . 

v 'r /tV V//- 

’ 0 

71 / H, f 

- r |A am . /* £ 

’■*0 *' sill ( A — .V ) 7J / 


,.A 


’ J ' r dr. 


io <1 ispara 1 1 to la ooslnVi ion iinposoo a a - ,s*, molt.ons 
sous la lormc sn i van I o : 


| /ah A 

/ /•>-*(• We • 

* £ 

nmivellc lonne, hi relation stilisislc pou r tonics Ies 
.V cl . cil purl inilicr, pour Ics vnlcnrs rdelle.s ah-n 
<lcn\ mriiilires soul dcs lonrl.ions aualvliqiies imi- 
x. Si /, lend veil I mliui, Ic dermer lerme csl 
n 1 1 re sc 1 1 cc du [ » r< ■ <’<• i lent . Cesl done eelni-ei ([ui 
••nr iisviuplol ii|iie, el Ton a, par les proprieles elas- 
id ions l\ 

('> ><>■'., I ‘ 

• i l‘r .v /. I 

Ni^uant 1 o»a 1 i ( c * as\ m plot iquo. 

,au( u I<* l< k n»n‘ jirinripal dans la formulr ( 1 ) 
o. I /i \ a lour as\ mptol i(|m* do Ia mum 

xZ .i / V 1 
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La valeur de a () sc. l ire de la forma lc (:>.). Ou a 


= cp(a !- bi) Iim | 

9 ( a hi) — cp( a H- In ) 


(siu£/)*' 


(sli />>'»' 


Par la suhsl ilution do cell© valeur, on l.rouve la relation asymplo- 
tique cliereliec 


r C ®{z)e kzi dz 47. \ 4 

5 ' S X [ci^-^ r 7 H77p ~ at ?< “ ! ' /u) -ruTOT 


/.v — i ,, 47. »4a/‘ 

1777TS *" 


Celle formulc esl. en defuut si a* ost mi enlier mil on ne^alif, el 
ik': Pest que dans re eas. 


IH. Derivation de la formula asymptotique precedent©. - * La 
derivation par rapport a la lellre s des tommies < :>. ), t d ) el ( j » se 
juslilie a simple vue. Done, la lonmile (a) esl aussi derivable par 
rap[>orl. a ,v. (Jo tie derivation, conduit, a la lonmile asyinplol i (j in* 
suivaiHe, dans laquelle ni <isl mi entier posilif : 


'(») 


u 


J lo<* f oh h — rus ( z — a ) ) | '■ 


j oli b — cost z — a ) | iV 


o( z)< f/ ' zt dz 


’ a( rOTiTSV — 91 “ 


l • [U i. 


( leei suppose loulelois que *v ne soil pas mi cut ier mil on ne^at if. 
Dans ee oas, nous poserous s p ( p enlier posilif). II laid 
alors, pour oldetiir le lenne principal, fa ire porter urn* fois la 
derivation sur le facteur i P(x) qui s’annul< k pour .s* - p. < )u 

l.rouve ainsi, conuno valeur asymptotique de Pintd^ rule i(>), 


'>. (— r y n m 


r_i_r^ 

InoJ 


" * i loj*’ l\ ) ,n h- A7MAa/ 


(sh/ip 


? ( 7, 


I Pailleurs, pour s p , on a 

J ' rsin.v7r 

L~~ 


(I s ) 


eos.s* ttI’I i ,v ) i — t if /i ' 


Doin', si s ( k s I mi enlier ne^nlif, el hi Mipposanl pour 

simplifier % ; : o, la formule ((>) doit el re reinplaree par la stii 
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I ( eh b — eos z )/’ [ loi> ((‘h b — cos z ) ]"' rp ( c: */;; 

V 

( 1< )<»•/' ) m 1 

•>/;/( i )"> ' /'( sh h )P : C (/;/). 

s /•/> 1 1 • v ' 


s critiques d’ordre s. ■ Nous allous nmiiilenaul etu- 
r I ions presenlant ciiiliuus points rritnpies j > in s n <5— 

s polos el rnmprruiml. les poles coimmi cas parlicu- 
loul dabonl delinir oils points eril iques. 
one fonetion analytique, uni forme duns le voisiua^t? 
mi* Nous dirons que le point ~ 0 est tin point criliijuc 
c/(. 5 ), si, dans le voisina^e de ee point, yY 3 ) est tie 


I re^uliere el non nolle an pninl s M , <‘t oil s est im 
queleonque a til re qu’un ( k nti( k r mil on ne^al if. Si s est 
o < k sl tin point eri t iq no a l"el>rique. 

is ina i nl enant < j 1 1 < k / ( z ) soil period npie (It* permde :>,77. 
tl( k inodilit > r la represent. il inn precedent!? de maniere 
iNiilre la perindieild. ( Initsiderons tut couple tie points 
n jti^ ms 

y ; ht : 


k < le res point**, nous ntiroiis 
ot *■; » 

I ('ll h nisi A 7 l |' ’ 

holomorphe a\rr 'j.,, ear le <ptotieut 

z 7 hi 
I ‘ i t h 1 1 M s i 7| 

au\ points 7 ; hi. 


ent simple d’ordre .v. Oonsidrr.ms tin (ample d< k 
pies nmjtii;iii‘s d or*lre .v, v y. ’ hi. On Ies ramrue 
na^inaitv, lone a la forme 1 hi, par le ehan^einent 
y. Ain*.i, soit/’t : i 1 1 in * lonetion prriodiqur admellanl 


1 .5 2 


(III A PITH H IX. 

les deux points critiques conjures • */. V .. de res 

points, f(z) est tie la (onno ( / ) 7 a s,lvoM 

0(3) 

..... ^^: ros V,,- ’ 

Les deux I o actions re^’ii l iercs 

o (' z ) -I - 9 (— 5 1 r f (_ 5 J " * 

" ”““7J 

soul, paircs de period. , :>.-el soul, par rouse,, ueul . -les Immions 
uniformes de cos;. Kilos soul developp.ddes pur lo Uounule dr 

Taylor suivaul les puissances de ro,= P-Ues "'.ul dour, 

respecliveiueut, de la lorme 

A -a - 1 cos hi — cos5)^,(ei>sst, » •: "■<>'/.( o.ssi^teossi, 

i, el. -} 2 soul, liolomorplies au \oisi»o»r des poiuls ; '-i: hi. 

On cn lire 

O (z) — A -r- l> sin z -4” U‘os/>/ - nisi u \'l t U -m i 

: \ |- 1J sin z f- i oh h rus 5 r-o » :* »■ 

on cp.> est reii'itliere aux points :i ::///. II \ientainsi linalemrnl 

A t B sin s Vf 1 % * 1 

/( -) -- j ( .j, ^ pus;)' ( «*li /■» i'tts;r * 

Nous donnerons an premier terme dr rettr duromposit ion, cjui 
est le lenno principal, le uom d element stm/de <1 order s. 11 est 
relatif aux deux po i ills ' bt . Dans It* e » s tie in* ra I. 1 <*s deux points 
ennju^ues soul u. ' Vibi. On revient a <‘<* e is par le ehaiuiriurnl 
do z en ;■ -a. Done ( expression de Vclrmcnt stm/de d on/res 
pour les deux points conjurors a ' ht e-*t 

A i H sin( v - - x i 

| oh (> rosf * * 7 > p 

L \ formule (<S) nous pt*rm(*l dVuonccr It* thoutvuir siuvunt : 

Au voisinape. (Vun point, rrit.it/nr t/' order v, j\ z i est In 
sonime de V element simple tf'ordrr s rt tldine jonetwn pour 
laquelle h order (hi point eritit/ur est ulmisse . 


97. Valeur asymptotique des coefficients de Fourier. 


Soil 
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(‘tiou period iquo, liolomorplio oiU.ro los deux droilos 
ipposous d'abord quYllo iPadmolto, sur oos deux 
doux points uril iquos non j u^iids non dqu i vale ills, 
ou\-oi d’ordru.v posil.il on ud^alif. Los ooollicionls (*/< 
‘iim’, donl nous nous proposons do trimvor Ins valours 
is pour /*' co, sont ddlims par Pinld^ralo, oUcol. udo 

ft I, l • ib/ t . ~ / /{ z )r Az > </z, 

* \\u 

j >a r AB nil so^nionl do not. axe do lou^uour ‘>tz ol. do 
loompiu. i\ous oluusirons uu su^moul ABuonlonanl 
sons ulroil. Lamslruisons lo ruclaui;Io A B A/ IV, qui a 
su^munl AB ol donl lo onto oppose A / IV so l.rouvo 
y h i 3 - Anns snpposons quo • osl uu uomlmi 
l asse/, pul it pour quo lo rectangle A BAMV no eon- 
‘ soul point critique a j (>i\ (pu* nous d( k s i^mu'ous 
ims oo point critique B an rote superieur A 7 IV do 
* unu rmipiiiT \ortieale BO <>l desii;nons par L lo 
iliMirni 1 uullu roiipurr dans l( k sons diruul. La li^nc 
AB pout elro remplaree par !o oonlour A AMVB <*n 
k ronlourner lo point ( k rili(pn k l > par lu laoel L. Los 
r los rotes \ertieau\ A .V el IV B du rectangle so 
cause do la periodirile. Linle^rale ( <)) so r< ; < 1 1 1 it. 
■i* rales sur V IV el sur L, c’ostA diro (pio Ton a 

a/, I ihf % . j f I ^ j f(z\r /iZi (/z. 

Irouu'r la \aleur asvmplolique <lo o< k ll< k oxprossion 
Lo lormo principal us| Pinle<;ralr sur L, oar I into™ 
Vest, f\z i riant borne, do Portin' dt k ’o 

*nl p< k tilo par rapport a Pinle^rale sur L, oommo lt k 
e e i va nous lt k montror. .Nous aurons done* asymplo- 

a /' ' ihf. v. ! j f t z \r Azi dz. 

ivpolhesc, /’( r* ) esl do la forint* 

, _ ? f v * 

‘ '' [ <* h b — niM z --- 7 i p 
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el cello integral c renl.ro dans cello donl. nous axons determine la 
Viilenr asymptolique an debut cl u (Jiapilre. II xienL par la for- 
mule ( 5 ) , 

' . . . / 'p m- 

(If) (t/ t --r- ihi WO (a -h ht )('*' ** ■ - .1 

I (.VII S 1 1 /> (•' 

ce qui fournil les valours asymptol iques rherohees do tt/ x e I do h h , 
II y it lieu do remarquer (juo si lYdemenl simple principal 
dc/(£)au point a |- bi os l 

A i ■ B sin (3 */ i 

| cli h <ios i z 7 ) | ' 

on <t, d’apres la formule ((S'), 

o (z) A *h B sin ( z — a ) -i - 1 rlt /> ros i z */ i ] o.. t 3 1 : 

d’ou 

cp ( a H- /;/ ) A -f / H s|» />. 

Par hypolhese, Pun a 1 1 moiiis <los d<*u\ eoeflieiouls \ on B osl 
dido rent do o. 

Eif sooond lion, supposous quo J\zk holoniorphe ontre les 
dro 1 tos y = dz b , admeile, sue cos droile*, plusietirs couples tie 
points critiques non equivalent* et d’ordres determines; par 
exemple, les points 

7 1 ! hi, s 3 ; hi, 

des ordres .v, , .v 2 , . . . respeelivemom , Si fun do res orders, par 
<ix<*mpl(‘ .sy, est superieur a ton* Its antres, je vain monlrer quo 
I on eounatlra encore la valour asviuptot ique de fb/ t el quelle 

(‘.onservora lit memo forme quo dans la form tile tin. 

Erx cllel, la valour do I ■ es{ donnee par l inte^ralo (p) 
stir A B. Eelle-ei so rainrar, commc ci dessm, a l'inte^ralr 
sur A. B el. sii r divers laoots Lj, L a , ... ana lo“ ties a L cl eoutnui*- 
nan l I os divers points critiques sit ucs amdessm de I a\c reel. (In 
mlc^iales so ealeuienl rounur ei-dessus, mais e esl I A 1 1 1 < • *4 i'a I e 
sur E, qui (*st prepomlerante. La formule (in subsist,* dune, sauf 
qu’il lam y nonplacer a par a,, z par z t et v par lYrdre maxi- 
mum s , . 

! assons mainlenant an <*a s general. SuppuMun quo la Idnclion 
poriodupie / ( 5 ), Itoloinorplic outre les deux dmiles 1 1 Zu 
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1 '»’) 

* (TS dmilrs, A < ‘ < > 1 1 1 > 1 < ‘ s do pom Is criliqncs dr Fordrc 
a sa voir 


y-i 1 hi, -a 2 l /;/, . . . , 1 />/. 

quo I rlrmrnl simple principal rolalil a :i: />/ soil 

A u i • l»r;. sill ( c. - a,;, ) 

. ■/' - v - - < u i a ) 

| oh /; — his( j — y.j,, )|‘ s ' 

n ahrr^r, 

A i/, i / 1 >jj_ s h A II jj . 


raisonnomrnls precedents, la valour de <7.4 | - ////,- sera, 
sauf unr erreur dordre superieur a /. v ~' !yl \ 


<n, 





I\.v h sit h f 


• lormule nr domic la valcur as\ mplol ique de <77, /A/* 
n me 

/. 

V || 

i 

lie ni inliniment petite. Dans res cas dcxoepliou, 
mi inliniment | >«* l ! I d’ordrr pins eleve quo f% s ‘ r ,if> 
i ciinnalssons phis la valour asymptot iquo. 


n do l’approximation fournio par la serie de Fourier. — 
rs /{ v" i nnr function prriodiqur, Itolomorplie enter les 
1 A, n a>anl Mir res drotles quo drs points critiques 
Imiunrs el dont Poi'dre maximum cst .s’. Soirnt S /; la 
ourirr d’ordrr // de/’i :• i rl I’approximat ion ooitcs- 
> 1 1 a 



// . t 


ms rlaldi, an uumrro precedent , <jm* y rsl mi 

trlil dr 1'urdrc dr L" 'c /,A on d'ordrr plus rlrvr. II cn 
I'on prut assignor nnr constante // telle quo Ion ail, 

it //, 
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Done : L' approximation par la sene tie h turner est un infi - 
ni.ment petit , qui. est at/ mains tie Fortin* tie 

n* '<• t,h , 

el il en res idle i/tiil < > st. exaetemen t tie eel nnfre . ear nous 
alio ns proueer qtie c est celui <h* la meilleure appro, rimatiou. 

Soil;, (ml cflet, p„ la meilleure approximal ion. Nous avoirs 
d’abord p».'-p' /r D’aulre pari, nous avotis, par urn* form uh; 
e< > tin ue (n° 1), 6°), 

/' V .«2 i i,l >. 

/ \Tl 

Si la valeur asynqitol.ique dr u/ t ■ / />/» <* s t donum par la fi > r- 
mule (in), ellcesl.de Ford re d<‘ X ,v 1 e ei foil pool assignor nue 
constaule h { i.el le qifon ail 

?//. /'!"■'' 1 *' nh • 

Done p l( est du memo ordre que p' r Dans ee ras, la rmirl usiun 
est immediate. 

II n’y a de d i f(i<m I l.o <pie (piand J\ z i admrf a nmplis do points 
critiques du memo online maximum .v, ear, daus re ras, la for- 
iii ii le (i:>.) ? qui rempla<*(‘ la formula fin, ue dnone pas nreessaiim- 
ment la valeur asyinplol ique de o/ ( j* lb^. 

On se lire d’allaire <m deduisuil de la lonmilet j a i nun formula 
asymptol ique qui subsists dans Ions les ras. 

A (‘el, (diet, Ioniums le determinant d'ordre / : 

i j ... i | 

cV e*./ ... r'o j 

r’urt 

<>A l’X t r f ), 1 x 4 t ' t t r i ! \ t 

( detei mmanl n rsl pas mil, car d esl lc produit dc tonics Its 
dillercnces non indies 

,.a j\.. r x,t y r x> t ,x >t 

Nous desi|»nerous les mineurs rtdalds a la premiere roluum: 
pa i Ao , A | , A 2? . . A) t . 
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11 d<\s uomlnvs o, I, ■>., A 1 . Kemplarons / 

ans In fornmlr (ia); nous rn I irons, nvnc In mrmr 
‘ox imat ion. 


'k i v ' " 1 h/x i v 



“i r 'AivVi 
I’l .s* )(' s 1 1 A )*' 


ns rrl I r r<* la l ion par A v e'^* rt. so in mo ns par rapport a v ; 


i 

^ , 7 /.v I ( .-kh 

( <* A i v I / A/,' i v * A v <v) A II i fk<X x i — — ~ . 

i—t I ( ,v )( sli b V v 

» 

irmulr < [ u < k nous clinvluons. Kiln sulisislr dans Ions 
mr lornmlr asy mptol iqur, car Ir rorflirirnl All, esl 
z(*i‘o par li v pot lirsr, II rrsullr immrdialrmrnl ile rrl (r 
f >v ^ otanl. bornr ) < j u < k 1 on prul assiunrr nan ronslanlr 
(dir <pir Ton ail, (pud quo soil /*■, 

>. i 

v ! it>k i v | h+k* 1 r /,7 \ 

V 0 

da<;anl / par// \ i, v par/* (‘I rn rlianij'ranl an brsoin 
Jh> ) l<d l(* ([ii'oa ail , qurl <pi<‘ suit //, 

n i t 

^ \ ■ (*/. fi*H s 

n i i 

mainlruant a la inrillrtuv approximation o M . Kllr 
V////7 la road it ion 


u i / 

l V't 


V («/! . AJ|. 


tl ///*. ■» y //£ ! (>l rt y/ ( i dans la relation (dassiqur 
... //> u v i i t{% ■’ ... f i/'i'/i i v>.)% 

it rnrorr (t furfittn\ par rr qui prrrrdr. 


« i / 

i .. , //.. 




,\ "/! ■ ''</! 
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Le tlieoreme esl done dcmontre. L approx i mat inn ohtcnuc pur 
la sonnne S„ de Fourier cs(. de Ford re de la meilleure approxima- 
tion, el. eel ordre esl eelui de n s 1 r nli exaeloment. 


95). Valeur asymptotique de Fapproximation minimum de Mo- 
ment simple d’ordre s. '■ — Ktabhssons d abort! one lorumlr p r<* 1 i- 
minaire. Soil, P(#) un polynoine de dej» - re // i t ayanl toules stvs 
ra el nes reelles el. siluees sur le segment ( u -H i ), Soil 
ensuile /‘(.r) une fonelion analyl ique, rej;ulirrr sur er segment. 
SI Fon destine par RL/A le polvnome dr de^rr n (]ui sr eon fond 
avec f(x) au\ // + i points du segment qui soul raeiaes de P(,r), 


on a 

(i-t)- 


fix) ~ KU‘) = 


H(,r) 

•> 7 :f 



z » <lz 
.r i P i 


I’intcgrale riant prise le Ion}*' d un nmlonr i] enlouranl le seg- 
ment ( — i, -f- i) el. u<‘ e.onlenanl aueun point sia^ulirr drf(z). 

En diet, ea remplaeanl. 1' iul < ; *^ra 1<‘ sur F par la somme lies 
resides dr.f(z) au point x el au\ // S i points memos dr P(c), 
oil relrouve f{&) — P [x) , on P(.r') esl exprime par la formulc 
d’ interpolation de La^ranjje. 

Nous allons transformer la lurnnile i i { ). Itemplaeons respect!- 
vement x pareosset ^ par eos /. Premms mniinc eonlour (1 mu* 
ellipse de foyers ( i, p-i). La variable :> drrrit erttr ellipse, 
quaud t derrit le segment AH parallele a Paxr reel, d’ordonaer 
positive el limite au\ abseisses « t: el } -r.. L ’a ire iulerieure a (1 
correspond alors a eelle du reetan^le eompris eat re \H rt Paxe 
nod, dour /’( eos / ) sera supposre tv^ulirre dans re reelan^le. 

Par (‘.es subsl il utious, la fonnule (i j> dev lent tie seas direct 
riant HA.) 


, r . j.. t> IMcohsi [' /'m»v/ouU 

(r>) f ( cos . z ) * - \i( eos z ) • , - / * , 

‘J.T. I / I <‘0> i C*»is v il'. 


J'\ (*t»v ( , MU f <ll 

Cos / ) 


Nous aurons a lain* d<*u\ appl ienl ions de eette forinuhn en rlini- 
sissant respectivement pour P deux polvnomes quo nous avons 
deja reneonlrrs el sur lesqurls nous allons tout d’abord revrnir. 
Nou s savons ( n° 89) quo, si Hon pose 

T( s i ■ sin* 
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T( z ) Pi (cos z) \ i sin z P 2 i rose. ), 

sont deux polynomes dr defers n rt n - i respect ivc- 
ml Joules leurs rarines snr Ir segment ( - i, i ) , ( ]<• 
ui\ polynomes <pie nous aurons a introduire dans la 
d). Avant d<‘ fa ire retie introduction, Faisons encore 
tie prcalalde sur Portl re de "randeur tic res polvnomes 
(ini. Nous supposerons la variable z ,r \ yi d’or- 
msil.ive. Aloes on voit immetl iatement (jut* T(s) esl 
petit de Pordre de r "•»' rt T( Z ) infiuimcnt <*Taud tit* 
"• r . Done les deux pohnomes 

, T( z ) * ! T( * 3 ) „ T( c i — Tt — 5 ) 


uent grands dr Pordre dr r n >\ 

premiere application d<‘ la formule (in), nous allons 
la valctir as\ mptol iqur dr Papprox imat ion minimum 
l simple pair d order s. \ rette (in, nous sulist it turns 
unit* l(*s Ion cl ions 


J'(vnsz) 

donne 


I* Pj ( cos i. 


( COS Z ) f' 

v 7 : / . I „ i r 


*m t tit 

\xh CO* / |M CO* [ < 


« «• i Pj ( CO* / I 


on J ( cos / i n’a tri <| u <* le seul point erititjur t In. 
re point dans un rectangle \B\’B' dr hast* \B et ltd 
nee h j • s du rote suprrirur \'1P suit >/>. Joi^non* 
, que nous d<‘s i<* nr runs par t\ an rote VIP par tint* 
*1 iealc ; desi^nons par L le la ret <|ui con ton rut 4 ct*ttt‘ 
les deu\ liords dans le sen* direct. La liiine dinte^ra- 
it etre rrmplarrr pai* ir contour \A B ’ll, a coutliliou 
u*r Ir point B par le laret L. Lrs intr^rnles sue le* 
au\ se dt ; l ruiseut . I /intr^ra Ir *r rrduit done a relies 
sur L. 

s piMposons dr tiamrr la \alrur as\ niptnl itjtic de Pin- 
r // infin!. I /inte«*rale sue V B est aloes inlinimrnl 
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petite de Ford re dc & oar P, ( ros /> esl de fordre de 
tandis que Ies a litres faeleurs sous le si^iie <1 iiilr<*rnt ion soul . (inis. 
Celle intc^ralc cst iiei*' liveable par rapporl a rellu sur \ 4 . (Test m 
( pie le calcul de celle-ci va demonlrer. Nous obtirndmns amsi la 
fomiu le asymptol ique 


7-7-7 — — H ! ( cos c ) 

( c ! i b — cos3) A 


IN (cos z) r 
\ni L (< 


J (<*Ii h — cos/ P' (Cos / ■ cus z » I N ( cos / ) 


Calculous done la valeu r asy mplol i<pu‘ de retie iate^rule. Nous 
a vo ns 


, . t hi . / \ hi 

Pi {cost.) ^ - - v nti sin" - r lsfl mu 


I )e la resull.e, sur I’avr inm^'inuire posit if ( dune surl/p le deve- 
loppemenl convergent : 


r ,tf ' 


P| ( COS ( ) . f \ - hi Jmmi 

Sill 2 >. » 


/ • 1 

/»/ " 

/ sm 

\ 



\ . / 

A/ 

\ sm 

/ 


Nous ea coueluons, en desiipiant par q mi (*n(ier positif el para 
une fond, ion bonier sur L, 


V 1 

M fit l 


t hi ■* 1 A 


I * i (cos/) . / i hi 


, t * hi 

Mil 

4 


-I \kr^t u’w^/si,/ fi( J / . 


Donnons a q une valour positive ' , Mil^tilmms re developpc- 
menl dans ladermere inte^rale <*t desi^nous par unr lonctiou 
cpn esl bo rare sur L en menu* lemps (pie le (aeteur 


, / h i . 

Sill 


nous oblenons [equation 


/ ('ll h Cos l A ’ 


; — rj — • --K,(cos si~ / v ” 

(cl. 6 - -rossj‘ • — i / 


IN ( cos *’ » / * 
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o s < ‘ i oil abrr^r, 


i*i» 


/ . f- !>' V l 

Mil ) 

Sill/ ' *» / 


r>- (t) :r " ,.„s/ cos - / . t , hi 


l ' 1 { * \ 

( S1U v. ) 


r ^('/) (ss 1 holomorplio dans 1<* rrndr dr rrntrr hi rt do 
a<ju<‘ Irnuc dr la sommr 1’ rsl as\ mptot njurmrnl dounr 
nu \ c ( > dit n" JKJ. la* Imnr romplrmrnlairr r si dr 


.0 

I'ntitlf | 

v r 

•‘/ 1 i 

| ,* ••’*/ i »■« <// , 

* a 

n'drr dr 

\‘±tf 

rU 

par 

■ rnnsrqurnL nr" l i^raldr . 1 

ripal rsl 

rrini on 

A 

< i . 

1 i \ irnt dour, par la I'ornitt 

i 

cns ;* I s 

It , i cos a 

» iv 

1* 

,ms; . , . n' ! r 

, " ' l'i > it shA >•" 


is rnrnrr 

, i /// 1 


sin hi 

I'os/;/ (•<>«. t MU’* /*/ 


i*h h i’os „ s 1 1 / 1 


i drlinil m\ 
i ,, 

It, t ros v . 

i h cos z r 


1*11 nis » n 1 r ■ 

rli ft i'n«i ; { i n < i **h /> 


ms ( ll° <S ( J I (jlir lr tjUul 1**11 1 


i •> Inis s m in ixinmni ,\U- »ln a\ rr ahrrn un r dr 
arir dr o a ■> 7? ; n na nanib <jur m>l it h'laliun .iMiup 
trninr lr llirnrrmr sim.ml : 


mf, I. Ld met IL'ttn' ttfifivu ./ t n ^nnumt'l i tt/ur 

t i n jhi i nu*n t ^nind tlr ht J t*ttc( t*>n * ** ?'•'* / 1 


t rh h 


C * « I s 
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Comine seconde application, nous alions determiner la valour 
asymptotique de l ? <: l<‘inmit simple impair d'ordre s. V cel oIVcl 
nous recommencims le oalcul precedent, on oonsorvant la nteinc 
loaction 


/ 0 )“ 


( ch b CON M I 


muis en prenant, a la place do l\ le polyuomo 


1*2 ( C OS/ ) 


T(/i Ti /i 


Le ealoul est tout a filit analogue an prdoddon I . Mats, eommesiu/ 
figure an deuominnteur de ['expression do IL, il s'iutruduii sous 
lo signe (.[’integration un faeleur sin/ en plus an numerulour, d’ou 
(tn faeteurslii en tuoins an dennuiiuateur dtt resultal. II sufiii 
d’indiquer ee rose I tat, (jtii est 


[ eh b — (‘os z Y 


Ho ( cos z ) - 


M ultiplions parsing; il \ ienl 


( ch h — cos z Y 


• sin z IU( cos ; 


I \» i i'iis,: i /a If’ nf' 
i’ll h COS v I’j A’ (i sli A c 


sin z r » t cos j n ■ t *■ 
c 11 h cos •, I’t s i < sll b i 


Or, on a nmintenanl ( n° 81 ) ) 

sin z IV cos z i 

, , sin , ;i v v *, 

ch /; — cos z 

d oil lo llieorenio suivanl : 

I. mkoukmk 11 . •- La tn ft liftin' (t/*pr<u'unttf mu /ri^u/naar- 
trifjue cC ordm n inji/umcm grand dr la futirdmi * % * /vc/» 


( ('ll () CO 


a pour valcttr usyiii /Uol/i/iir 


l‘( , ' 


Ka eumhiniuil. Ic.s Inrmules doh deemilent Ic. deux ihorciucs 
precedents, on olilienl. It* (heorotno simant, e\ lotemenl coounc 
dans le oas des singulariles polaires < a" 8?i , ; 
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||| „ l, a mrillrurr approximation fripo/iurnr 

>({/'(> n in/in imt*nt " rant / tlr ia /ottrfnat > ; /'rrf \ 

\ ■ It sin m 

{ <*ll A < ’ < > S V 1 ’ 


7//* ttsy/n plot itjur 

%„ -s. v''a* » IP ■*!»»/* 


I'f .V It s|l/) ' 1 


(vssiotis prorrdontrs do JO, suppnsrn! 
it. U4 ; ^a I i l\ r (A-*) p< MI t Prlrr aitssi. D.ms 
daas Irs formtdrs prorrdontrs. lVv i 


I n) | > t i s i i i { . 
rr i ,h, tl Km! 
par sa x.tlrm 


ait ro in n i r dans I r ra s < Irs singula riles p» > la t to s , pom 
moil Imre approx i mat ion es( a re Hr dr l* out tor * Ians !o 

r h I » 

7 sh A t : r- 

rt tend vers Punitr quattd h mol itulrliiti mi nt , 

Lour asymptotiquo do Papproximation minimum dans lr 
Soil /( Z ) uur tone huu per to In pit* rr^ ulnar rntir 
y: 1 h rt adiur t Ian I pliisirnrs « ouplrs ■ lr point- mi 

I res c 1 <*i ermines sur ros deux Itotlr ■« 

uiaissoiis i n" *.)S i Tor In* lr Pappr »\ tm ttnoi iiimiiiiiiin 
mats sa \ air ttr as\ mplol npir in* sort t am it nr quo s tin \ 

il ronplr dr points rrttnjurs In! uah on lr* *lt oitr* , on 
MU t p lr d nrdrr ,v p I u s r lr x r < pir tons I is a til t r * . I at rllot . 
, on prut iso I r r lr trnnr ptamiptl lr / , att \ -»om.r;«' 

its critiques. ( js| tin element suitplr d’«»t Itr >, qm rO 
til dans la drlrnmnat ton dr I approx mi tt n at , I , \ \ a Irm 
in* dr Papproximat ion lr / : * sort It momo ipto pout 

riuripal. Pile sora done I uttu o pit lr s lit. .tmiir, pro 


ints singailiers lotfarithmiquoH. t >u pmf an m ii-.us n 
>\mptoliipir lr It mrtllruir approx tm it t hi lr la f»*in 
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duns Jaqurlle m os I im rulin' posil.il H s mi noinlm 1 r < * < » | 
eonque. 

Nous lie developperons pas la dnmmslral ion ; qu’il nous su f(Jso 
de domin' qnelques iiulical ions sur la m arrlic a suivro. Nous 
re marque ns quo retie loiielimi esl, an si^iir pros, la c I • * r i \ < ; < k ni u ' m 
par rap purl, a s de 

A i- It sin c. 

( <‘h b — cos i ) v 


La delermiual ion de la valour asvmplol iqur dr la moi I I< mii % (* 
approximation de U < k (onelion < I < : p < ‘ u < I du ralrul de TiuhL 
#rale ((>) du n° au lieu dr eelui <lr rinlrjjralr t *n. | ) ( * ni( \ mr 
quo (()) so deduil d< k (f>) par derivation, dr lurmr rrlte valour 
asymptolique so deduil par demotion dr la valour dr rounds 
par le theoreme III (n (> iMM. I )o la, Ir theoreme suivaut .* 

St m est tut e.nlier pnsitif, la met Han't' appru.vi mu (ion tri- 
g ononictriquv d’ordre /i in Jini/nent g rand tie ht ('unction 


. ... | !<>**( <*li // rns,ri|"‘ 

( A -i- l> sin a i 1 , 1 


a pour valent * asymptntiqne 

pn rsJ \/ k * • i 1 5 2 s 1 1 * b 


li b 


te 1 1 In- n \ ut r * 


It . 


d» b r « 


dependant, si .v rst mi muier mil mi nr-atif />, la formula 
doit so modifier do la memo manirrr qttr la formulr «di, qui dnil 
sr remplacer par Le theoreme rst alot% lr suivaut ; 

lad nunlleure appro.ri mat ion triguntnnetra/uc tTurdre n 
injin intent. grand de la /one/ inn 


( A -|- It sin 3 u eh b — cos c* )/* | |nj*< c|» /> — t ,, 


a pour valcur asymplnt itfue 


t>n ~ /A* I H 3 sli 2 />// ! m\ In-// » , 


Ax be i 


nr » 


Comme ('as part iru 1 ins iulrrrssunls, si-nalon^ 
fa;s meillrurrs approx i mat itms d'ordre u drs 


les drux suivauls : 
bmrt inn*. 


loo I cli b -» cos z i, { ch b 


Cos Z ) In-* r|| b 


’ONCTIONS ANALYTIQUES. — SINGULARITIES NON POLAIRES. 


ctivement pour valeurs asymptotiques : 


P n ^ 


e ~nb 

n sh b 


p/i ^ 


e~nb 


I 13 


pproximation par polynome. — Les res ul tats precedents 
rment, par les substitutions du n° 91 , en d’autres equi- 
elatifs a la meilleure approximation par un polynome de 
Ians l’intervalle (- — i , — f- i ) . 

s cela, si a est une constante reelle > i, on connait les 
symptotiques de la meilleure approximation par un poly- 
degre n des fonctions 

Jog(a — x)> ( a — x)\og(a — x) 

;eneralement, de la fonction ( m entier, nul ou positif) 

[Iog(g — x)Y l 

( a — x y 

ultata ete donne, pour m ==. o et m= i , par M. Bernstein, 
le geometre n’a etudid que la representation par polynome. 
ie la representation trigonometrique nous a conduits a des 
plus generales et plus elegantes; mais, pour les etablir, 
dons qu’une simple adaptation a faire des procedes analy- 
lagines par M. Bernstein. 
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106. Theoreme III. - Si une function prrioi/i'/ut- ,/<■ x riel, 
/(#), ad met , quel qua soil n cnlier, urn* representation trigo- 
nometrique T w , d'ordre n, avee une approxunat ton 

p„ he "+("\ 

■oil h est tine constants el *}(//) une Junction non deeroissanle 
de n et inflnie avec n; alorsfiz) est Imlomorphe dans tout k 
plan, z = x -h yi et, qtte/que petit i/tte soil i posittf donne , o// u , 
A parti r d'linc vulettr sujjisununent grande de y [r/ui depend 
de e), 

(' 7 ) | /('.r* :l: j'/) | 4 a' ^ ‘ E * 1 , " 1 m ■ <> >, 

oit o est la function inverse, de f 

LVabnrd J\z) asl. holmnorpha dans lout In plan, an varlu dn 
ihdorame IV du Chapilra \ I (on Ton pant prnndrn It aussi ^rand 
<[UC 1’oix veul). 

Gonsidarons la davaloppamant an sarin, pour ./ nod, 

(8) /(,r) rrr. T 2 ~i-(T ;i — T a ) «... mT„ T fl , 1 

Paxpressiou Iri^onomalrupir d’ordra n 

I « — I n I " (./*““ 1^ l I p/ I u * 

esl da, module infariaur a 

v h r » i " > ■ 

al, par aonsuqiiniH, sa <lari\nn d'nrdtv h asl da moduln inlnnrura 

x h n 4 r « eVu \ \ 

II s'ausuit. (pi a la sarin (S) pan! atrn dnrnnr / fois trrmn a trrnir, 
aar la sarie darivna nonvnr^n unilurmanirnl ; nl Ton an annalul 

w© 

] / ( 1 ( x ) | ■ ; x // n k e l " J ■ » i 

V /•« 

- I n ^ ^ <** n ? { ^ 1 ' s 
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S u l)sl it nous cos bornos dans In ddvolopprmrnt 

; . V'' < : .» ' >'• r , 

)\.r ' yt ). > * ‘ , J ' * i' r. 


I vionl 


\J\ .r : r/‘ 1 1 ’> U I tltc t% )f 1 ^ ^ 

’ JbmmA 


4 /. ' 


•>. // j dt c f, )f '* t' ( * * 

• 0 

• 0 

liaisons la ddoompnsilinn on dotix inld^ralr 


j o' » f L t 


loinmo cs osl Havcrso do on a 


• ' »l .> 

i sorondo inlo^ralo osl infdriouro a 

f n ',// , 


t premioro ml derail* ost mforiouro a 

. ♦ y > » : 

/ 0 M <r/f I’.'f.' ! I . 

•i. .> 

vionl dom\ (|url quo >i | ) positif, 

|/< a* * j i >J -> h e'*> y r> r .» * *’ »■ * J - 

\ parlir <1 nan valour suf fisummont grande do >\ on a, (pudquo 
alii <|U<‘ soil £ <I(MUM\ 


dns lors 


|/< >r c yi , j ]LJ r >lf ) » i 


La lonmilc do i Vanned osl la oonsdq union iminddialo do cello-oi. 
La eotnparaison des llidoromos precedents conduit. a des con- 
(juenees inleressanles sur Lord re do la nudUeure approximation. 


l50 CHAPITKIi X. —• APPROXIMATION OKS FUNCTIONS KVITKUKS. 

107. Theoreme IV. — Sort J(.z) tine. junction pvrtndtquta 
holornorphe dans tout la plan. I)est prions par '-p ( < la plus 
petite fonction non decrotssnnte dry post t/J qui sattsfati a la , 
condition 

| f( x -\~yi ) | , rW, 

et supposons qua &(y) croisse d I injtnt area v. h.njtn soil <1 la 
fonction inverse da o. /Hors, quelqtic petit qua stat z post Li f 
donna 1 la meilleiu e approximation t rt ponomet nq nr d ordren 
de f\x) sur l' axe real satis fait dcji n i / 1 reman t a la condition 

p,r re- < l ", 

d parti r dime vale nr su (Jisammcnt prande d<* n , tandis 
qiielle ne vert fie jamais dt'jini tire merit la corah t ton 

p, r ; e *11 

La premiere condition a etc elaldie prrrrdnmuent el rentre 
dans la formule ((>). Nous aliens montrer quo la seeonde est la 
consequence du theoreme preee lent. 

Si la derniere inegalile avail delinili\rnirut lira, <>n pourrait 
assignor une constants //, telle que Ton ail, quel quo soil \ , 

?„ he 1 i £■/#•}# « * a- ■. 

Mais la fonction inverse de 

(i •! ■ £ p^i // \ • *x } yr 
(is I', 

0.1 conclurait done do I’inegalite preeedeate, par le theo- 
romc III, quo Ton a, a partir d’uue valour suflisummrut grande 
do y, 

I /(>:■ rO|-'r ,f, r!;*. 

Or coci osl. coni raire a la definition dr % car m pourrait etre 
rem place par one fonction plus petite s ( JL j. 
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